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1. 


Recherches analytiques sur les expressions du rapport 
de la cireonference au dıametre trouvees par Wallıs et 
Brounker; et sur la theorie de Vintegrale Eulerienne 
Be de(1—x')'. 

(Par Mr. Jean Plana ı Turin.) 





La reduction des Integrales Euleriennes de premiere espece au plus pe- 
tit nombre possible de transcendantes, pour une valeur donnee de l’ex- 
posant du radical, est le principal but que je me suis propose en compo- 
sant ce M&moire. Apres le principe general de cette reduction decouvert 
par Euler, la consideration speciale du cas ou l’exposant du radical est 
un nombre pair a fait decouvrir dä Legendre une relation nouvelle qui 
reduisait a la moiti@ le nombre primitif des transcendantes auxiliaires. En 
variant la maniere dont on peut demontrer cet important resultat de Le- 
gendre, j’ai remarqu& une combinaison propre ü lui donner plus d’exten- 
sion; et de lü jai tireE une formule generale de reduction pour tout ex- 
posant du radical qui n’est pas un nombre premier. Ü’est autour de ce 
point qu’on verra converger presque toutes les recherches que j’ai r&unies 
dans cet £crit. 

Le premier chapitre constitue une espece d’introduction au second, 
ou jaai voulu presenter sous un möme point de vue la solution de plu« 
sieurs questions qui ont une connexion plus ou moins intime avec linte- 


[4 . 1 [4 . . . (4 ., “ 
grale dehnie / dxz(1—x”)’. En reflechissant, que javais &tudid cette in- 
,/ 6 


t@grale, principalement dans les rapports quelle a avec le nombre 7 qui 
exprime la longueur de la demi-circonference dont le rayon est l’unite, 
jai pense, que je me conformais mieux ä esprit de mon analyse, en de- 
finissant la premiere partie de ce M&moire, comme un ensemble de re- 
cherches relatives aux expressions de la transcendante 7 trouvees par 
Wallis et Brounker. 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII. Hü.1. | 
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Au reste, ce long M&moire a, comme tant d’autres de ce genre, 
l’inconv@nient qu’on ne saurait en donner un extrait suffisamment com- 
plet sans entrer dans des details incompatibles avec lidde d’un simple ex- 


trait. 


Une lecture faite ü la häte remplira mieux lobjet de ceux qui 


voudraient seulement acquerir une connaissance superficielle des questions 


qui y sont traitees. 


Jai eu soin de citer dans le cours de ces recherches les auteurs 
des prineipaux resultats deja connues: et si, sur ce point, il y ades omis- 
sions, je prie le lecteur de eroire qu’elles sont involontaires de ma part; 
il faudra les attribuer au defaut de mes connaissances A l’egard de tous 


les ouvrages publies jusqu’a ce jour sur cette matiere. 


Turin le 16. Avrıl 1836. 





Chapitre premier. 


. v r u “ DEW 
Theorie de Vintegrale definie 2; dz(1— x)’. 


0 


6 3. 


14 . 1 7 - 
Kitudions d’abord l’integrale definie / dx(1—x°)’, qui comprend la qua- 
.ı/ 0 
drature des aires considerdes par Wallis. Liintegration par parties donne 


[art = zu) + rg fd". . 


Donc, en supposant 9 un nombre Peish, il viendra 


/’90 


Mais 2° —1— pi 
Maxi 7 
x dl Lt \ re Er ) 
7 2) ’ 
. \ 4» ® 
d’ou Yon tire 


1 j Bo 
1. / dı(i—x) = 


ı) 


Par une application 


un | 
(«.) / dx 1— B 


iR 


J 


[az = 29f dr”. 


x”); partant 


— 
— 
—— 


dx d-)’+29/ det)" 


a, 





<q 
2a r1/, drdi— 


repetee de cette E on a done 





5) 
a 2y—? fd ERERPE. IN man 
ee dx (1—.x°) 
2 22 If dat’ an ' 
Rat 29 —129—3 








2 20-2 29 (i—2) JS del— 
rg H1 291 29-3 i 29— (2i-5) 
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oo 


Maintenant, si nous ae 97 un nombre entier, et =, cette for- 


: q 2.46.8....29q £ 
. ARE #1, 500, 2,00 


2. Sara)" A} 1.2.34... g 


mule donue 





ou bien 




















: / 3.5.7.9....2q+1’ 
% Sta we ee ErrRmret 
’ 2"7(1.2.3.4....9)(2 4.6....29) 
u. Jr) = rt eTe Te .; 
C - 2. . .... 
6. J (u- = - a 
\ SEE EREN, 
” fi ee Terre 


E} \ .N\ . .g . 
D’apres cette derniere forme il est manifeste, que le coefficient de x’ qui 
entre dans le developpement du binome (1+x)’ peut ötre exprime par 

Sn 1.2.3.4....2q 


8. pe > _— r einen —, 
2a+N f, dat—x?) IRRE WO g)* 


Cest a Taide de la formule (2.) qu’on peut sommer, par la premiere 
’ h ° ’ . . [ 4 

puissance d’une integrale definie, la serie qui donne le carr& d’un arc de 

cerele par les puissances paires de son sinus. En ellet; soit ® Varc et u 








son sinus; on a 





= /f- du uud 1 u° 
va) =4t77 +57 Em 
En faisant le carre de cette suite On aurait un r&sultat de la forme 
4 \ 6 % 
® — Bu +B,.—+B.....+B. + etc. 
Pr. 1 


ou il est @vident, que BD, =1. 
Pour determiner la loi de ces coeffhciens, il faut observer que, par 
. » . | a 
une double difförentiation de en 


= (/r ur -) 


2 
aut 2, 
du 





on obtient 
— 7 








Done en substituant ici bei de ®’ en serie, on trouvera que, pour 


toute valeur de Z plus grande que lunite, on doit avoir l’&quation 
2 G-N)B—2Ui—YBL) = 0, 
j* 
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laquelle donne 


en 
= ng Pi: 


Or il est clair qu'on satisfait a cette @quation en prenant 
B; =/ de 1— x’): 


Li 


on y satisferait aussi en prenant cette integrale multipli&e par une con- 
stante arbitraire; mais il suilit de faire 2=1, pour en conclure que cette 
constante doit ©tre Egale a Vunite. 

Ainsi, nous avons 


= / Zu )+ Lady + Et + ee]; 


0 





et en sommant la suite infinie 
I dx 
a me en BR 2/ nee 2 z\ 
DB — / 72; logl u„"(1—x”)]. 
er 


Si l’on fait z= cosd, cette expression sera dquivalente A celle-ci: 


’t 


? dd R : 
D' == f log (i— sin’D.sin?9). 


u 
II suit de la, qu'en posant 
sin?’+! sintiop 


D — 4, sio +4, sin? +40 2....+4 1 + etc.; 
2 = Bsi OH BSP + BET... + BE + eto; 








on 4: | 
eve 1. 1.3.5.7....2i—1, B: = ft — om we 
a 7” 77 7 u. De ; ; 5 = eu 7 5 


Mr. De Stainville, dans ses Melanges d’analyse avait dejü remarque 
la relation fort simple qui lie ces deux coeflieiens. Je vais maintenant 
faire voir comment on peut determiner, d’une manicre analogue la loi des 
coeffieiens qui entrent dans le developpement des puissances superieures 
D°, D*, D’ etc. 

1.’ quation 

DM" — ( Fe )" 
vi—u*) 
donne, par une double differentiation, 


vl d.p” a RT IR, u 
(w.) du? EEE du vi—u®) 


Done en posant 








. wit 


= EA  ı v U 4 
v — les +..+0#... +52 + ee], 


. RE Tin h 
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on aura entre les coefficiens C, et A, a wo 


Aı iA; 
ij ——— u nn 
Or il est clair, qu’en prenant C;= 4;H,; ona 


1 
H=H_,+ (2i— 1)?’ 





ce qui donne 
1 


1 1 1 
a er 
et par consdquent 


En posant 
Pe EEE © a 
p= 12 ı5 TD2:5 Li Guei ir ete.|» 


on aura entre les coefficiens D; et B; l’&quation 





W-DD- UND, = IE - 


laquelle donne 


2i—?n 1 
u = D_.+ 323% ı2idı? 





.- . H; 
partant, si l’on fait D,= 7,7, ou aura 


1 


H; ——— H_,+ (2i— 2)? ; 





et par consequent 
1 1 1 1 1 
H=Z(+st5 +2 too) 


Il suit de lä, que 





1 . 1 1 . 1 
Dd,= SiA; 21% 214; 2 53 








4 


Maintenant, si l’on fait 
uitl 


e . ı? u” + u? 
© — ol +2 +BZ 2...+Bg rt te], 


on aura entre les coefhiciens EZ; et C; V’equation 
6, Ca u Bd 1 








iE—QG-DE), = 577 = By ? ame 
laquelle, en y faisant =64;H;, donne 
1 - 1 
a H_+ pm‘ 





5 











» N} Y. y. . ’y ‘ 
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f. 


Ainsi nous avons 
N 1 1 1 1 
T. —— „[_ = Be > nd Mn un 
nn lie. 
1 
 tetat ta): 


et par consequent 





E:. = 64.2 
Ä 12 TH-NP + Bid 


Pour obtenir le ra Sag es D', on fera 


& — wo [r, £ ze Tthr ++ ete.|, 








) 
ce qui donnera entre les BER ns Fi, et D, l’equation 
ai aa le D;_ 
UNE UN, = 12, 
._ 


de laquelle on tire 




















i 3 - 1 
u ne S 
Fe, tg — 1)? 2:14,  d—2)*° 
u 3H; 
Maintenant, si l'on fait /, = 5, 99 obtiendra 
14 
1 2 1 
H = H. BER. \E 
N dee ae E 
et par consequent 
1 1 1 1 1 1 
H=atslteteltete):-- 
1 1 1 1 ) 
ta Hate tg): 
3 e 1 i 1 
nn: _ © a 
Vegatepiin 
ou bien 
/ - 12 3 < 1 
214,5 2° Sin 
Ku posani 
m a AI m B. A; G url t ' 
= rlaretee + grtete], 








o 56l; ” ie e u” sul 
I m 964, 7 +J#H, 5 +H, 6 ti + ete.|; 


on trouvera de la m@eme maniere: 




















i j i 
2 = DE ae ee 
H W.12 — i un { S 1 
nn —— — LI —— _——_ 
214; , i—9? 7 (li — 4)? 7 (Li—6)? 
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Ainsi, il est d&montr& qu’on peut exprimer les coefficiens du developpe- 
ment de 9”, suivant les puissances de sin®, par des sommations multi- 
ples conformes ü celles qui sont ici indiqudes par le signe 2. 

Ces m@mes series ont &te considerdes par Mr, Scholtz dans un 
Me&moire quil a publi& dans le 3'““ volume du Journal de Mr. Crelle 
(voyez page 70): mais la marche que je viens d’exposer me semble offrir 
sous une forme plus explicite la loi de ces coefliciens. Au reste, ces sd- 
ries, ordonndes suivant les puissances du sinus de l’are, presentent un 
contraste assez frappant, lorsqu’on les rapproche des Iseries de Daniel 
Bernoulli, ou les puissances de l’arc sont exprimees par des suites de 
sinus ou de cosinus des arcs multiples, toutes derivees par des integra- 
tions successives de la serie @el@mentaire 


= c0sDd — cos?Dd + 0053 Dd— cos4D + etc. 


se 


Le premier membre de l’@quation (6.) peut ätre consider&E comme 
une fonction continue de l’exposant 9. Donc, en designant cette fonetion 
par F(9), il sera permis de regarder le second membre de la m&me &qua- 
tion comme capable de donner les valeurs de F'(g) correspondantes aux 
valeurs enticres et positives de g. Mais ce second membre cesse d’avoir 
une signification des qu’on donne ü g des valeurs fractionnaires. L’ana- 
Iyse offre un moyen remarquable pour detruire une telle limitation. En 
effet; rappelons nous, que parmi les integrales definies il existe la formule 

1 \r ” j 
0. [art )= S arena = 1.n34...m = om), 
. x 
0 u 
Donc en appliquant cette maniere de voir le produit des nombres natu- 
rels, au second membre de l’&quation (6.) nous aurons, 


1 q72 
Pf eu] 
. O0 « 


le nem = =. 





Or il est facile de se convainere, que cette @quation subsiste quelle que 
soit la valeur positive de 9; fractionnaire, irrationnelle ou transcendante: 


car, On ne peut avoir 
_ Ziel 





et Tor Zı, 


pour toute valeur entiere et positive de 9, sans que cette &quation soit 
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0 , 


f3 . x . . ’ . . A . . A % . “ ® 
r&ductible a une identite; ce qui fait disparaitre, d’un coup, la limitation 
qu’on avait d’abord introduite dans l’exposant g. 

Cela pose, il est clair, que l’&quation (10.) fournira la valeur d’une 
des trois integrales definies qu’elle renferme, lorsque deux seront connues. 
Par exemple; faisons 9=3; alors on a 


1 u st 1\? 
$ dx vd-ı)=7; Ei dx (log) =2; 


0 
et par consequent 


12. [azw(iogt) = V dx.eryx ee I /g, 


" © I 





En faisant 9=—}, on aurait 


1 AN st - Ruaze 
ji dl -—)!=-—; dx (log—) =|1; 
0 - 


et la m&öme &quation (10.) donnera 


13. / | dx (log af E- m = ym 


() 





On voit par Ja, comment, en prenant les nombres entiers pour auxiliai- 
res, on peut arriver ä des rösultats qui subsistent pour des nombres quel- 
conques,. Le developpement d’un binome a offert le premier exemple 
frappant d’une extension de ce genre. Toutefois il ne faut oublier, que, 
dans le cas actucl l’exposant 9 ne peut ätre negatif sans ötre inferieur 
a Yunite, 





g. 3 

La formule (4.) a et@ trouvde par Wallis a une Epoque ou il 
isnorait la loi du developpement d’un binome pour un exposant quel- 
conque: et comme elle n’est explicitement applicable qu'au cas de y 
nombre entier et positif, FWVallis chercha un artifice propre ä la plier 
au cas ou g serait un nombre fractionnaire. Sans reproduire les iddes de 
Wallis, qui attestent l’etat d’enfance de l’analyse math@matique, voici 
comment, par des moyens tout-ä-fait Clementaires, on peut opere cette 
ing@nieuse transformation. 

Remarquons d’abord, que 
1.3.5.7... 299 —1 = 2). 2 +NM2EFN: mr... 2a ry—1) 
IWEHDEHFd. ee AN] 
HELDEN nn GH], 
29-29) 3—1@-3— 29... 3—97+D]: | 


| 


, 
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de sorte que la formule (4.) revient ü celle-ci, 
1 1 Re 
14. / d1—.ı?) = — —. 
BZ / 291 FIT Her elg— FF 
ou le nombre des facteurs est le möme au nn et au d@nomina- 
teur. Or, en general, toute fraction de la forme 


ala —I)(a— N(a—3)....(a—n-1) 

Bi: OR &-+1)(6+2 63) 3). eg . 
composde d’un m@me nombre fini, 2, de facteurs, au numerateur et au 
d@nominateur, est susceptible d’ötre transformee dans une autre fraction, 
oü le nombre des facteurs au num£rateur et au denominateur est infini. 
En effet, multiplions cette fraction par 

— + CHI. (at N. 6ER HNDEHn+D....(bHn+r) 
(a+1)(a + ?)....(a+k).d)+n +1) (bon -+2)....(b+n+k)? 
le produit donnera 
Zen (a+k) (a+k— A\(a+rk—2).. .(a—n+1). (D+n+1)(d+n+2) RE tat) 

(a+i)(er; 9)....(aFk). (6-+1)(6+2) (d+3). «. .(d+n+k) 

Actuellement, on peut regarder le numerateur de cette fraction, comme 
compos& des trois facteurs Ä 




















N =(a+k) (a+k—1)(a Hk—N).... (a Hk—n-+1), 
N’ = (a —n+1l)ea—n+N)a—r-+5)..(a—n+i), 
N’= (b--n+1) Hrn +23) Fr+35)...(ö rk); 


et le d@nominateur comme compose de ces trois facteurs correspondans; 
savoir 
— (b+E+1)6-Fk+9....(b+i+n), 
= (ce +1) +2)... 2.....(a tk), 
D’= (b+N)bHN re... (lö+A). 
Alors, l’expression pr&ec@dente de M peut ötre Ecrite ainsi: 
N' N‘! N’! 
2200, 
Cela pose; si l’on suppose finies les trois quantitds a, 5b, n et le nombre & 





. . N' 
infiniment grand, le facteur —- deviendra egal a V’unit@: eflectivement 


N Ne, 
gi ee ee (4) 


74 


, N : 
et par consequent ——1, lorsque = x. Donc nous avons 
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ee. N’ N’H 
M Pen D’' D/#) 
ou bien 
v rt er te ne Be at 
(a+1)(a+2)(a-+3)(a+4).. 
x ern +1)(b+n-+?) ( b-Hn L3)(bEn ee) 
CFNECFYUCHINCHN.-... 


ee 
aM h 
Kr 


Maintenant, si l’on n dans cette derniere formule, db=0,n=9g, a=y—! 
lequation (14.) deviendra 


[ det) — Eh (SH ) en) a (4) Fr vr. 


74 0 








16. M 





| 





17. 








b/ 








ou bien 


VAL rn Fr 5‘ ) 7 (3) Zn. 53) (3 (3) "IB 


0 











ce «wi revient “a dire, que 


18. [at = 1 en. 











Jo ’ 2ga+1 g+1/\59-+2.3/ \5 9-35 
% Be ud 
/q+4.7/\ 9945.97 '"" 


Telle est, suivant le langage de l’analyse moderne, la transformation 
de Vequation (4.) qui comprend le cas particulier considere par Wallis. En 
prenant pour 97 un nombre entier, cette formule presentera, sous forme 
infinie, le resultat fini qu’on deduit immediatement de la formule (2.). 


Tar exemple, en faisant =?), on obtient 
8 _153174000110 
15 ö 3 12 25 42 63 88 117 
ce qui est vrai a linfini. 
Ainsi, la formule (18.) fournit une approximation au hieu du resul- 
tat fini; mais elle a l’avantage de donner aussi une approximation pour 


les cas. ou la formule (2.) cesse d’ötre applicable. Par exemple; soit 
g pP I 


g=%: alors on a 


» ] . 1 

7 ri L /b u ;. 

I dıyritloa) =; —m#; 
“a | 1 21 


et la formule (18.) donne 
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ARE 


IL 2 
1} 

li 
ae 
a 


6; 13.5) (*+ 4.7\ 
Nn- 


sb 
» 





ET. 
ä m 
e | No 
wer 

e_ 
We 


33 7 TE Be 
RE ;- ;; a 2) 2) u Fu 
ur (7) \3.5 = (; (5 11 
ga\ (42 s2\ /102\ 1 
(AA 
: i . . . un r { 
De sorte qu’en poussant l’approximation jusqu’a la fraction IT on 


aura 





19 En. T ;* 
’ 2... 22337.9..2-1 2341 


4466 SS 8S 109 10 12 12 


a a a Aa 


= (1-3) H)fid)... 


Telle est l’expression de - trouyce par Wallis. Si elle n’offre pas la- 


ou bien 
20. 


vantage d’une approximation rapide pour ce nombre mäöme, elle pr&sente 
un moyen assez facile pour calceuler son logarithme,. Car, en prenant le 
logarithme des deux membres de cette @quation, et d«veloppant ensuite 
le logarithme de chaque binome par la serie 


on obtiendra, en posant u ut 


S,; ku a zu STR. RL 
loghyp’z = log a ? a el re — ete. 


Cest ü laide de cette suite qu’£uler a trouve dans son Infroducho in 
Analysin (page 151 du 1” volume) 
a 14472 98858 49400 17414 347. 


‚49714 98726 94133 85435 126. 
4 


.* [4 . . ST A. . 
S'l etait question de caleuler le nombre 7 par des series rapide- 





log hyp’ 7 
log tab’ z 


ment convergentes, on pourrait s’y prendre ainsi quiil suit. Soit D un arc 
31920 


ned 70 





de cercle tel que tang Dam 5: m tire de la tang XD = 309° 


Actuellement, si Von prend un autre arc 9, tel que tangd = !, on aura 
ce» 2a 
819925 410,1..." 


tang(4D— 9 
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Done on a 





u {999 1/1999 \® , 171999 \5 
U hi ana" ZAzıamazı * (=) — efic.; 
819925 3 \819Y925 9 819925 ’ 
1 7/3 1 1 
4a — Cum mus uusisitine mm mise “ 
dee 20) 3'203 5'205 ee etc,; 
et par consequent 
PET ERRT ERBETEN 


) 
1999 1 ( 1999 ) 1 ( 1999 ) 
— [510035 — 3 \51995) + 5 \s1995) — etc. | ‚ 
Dun autre cöte, Pequation tang 9 =z donne tar Y=,, tane 44 = 125; 
/ % x % . 
partant on a fang (48 — =) = -—; d’ou l'on tire 
sc 1 1 1 1 1 
QO 


TB Tag et 


“ 7 au. 1 1 ] 
u A; 16 er ya 





302 
„Ef 1999 1 1999 \ 1 1999 > 
— il — — (.— Zn _- _ (5; ) — elc.i. 
LS14925 3 1819925 5 \819925 


6. 


| | 1 
— 155) 5° 239% >, ee. | 





Je reviens maintenant a Vintegrale [ dz(1-a°)r, et j'observe, 
que, si lexposant p ctait egal a 3, 2 etc. ‘ou ä tout autre nombre frac- 
tionnaire plus grand que Vunite, il ne conviendrait pas de s’en tenir ü la 
formule (18.) il faudrait d’abord, a laide de la formule (a.) du 1” $., 
abaisser l’exposant 9 jusqu’a ce que l'integrale donnee fut dependante d’une 
autre integrale semblable ou l’exposant 9—7 serait moindre que lunite; 
ensuite on appliquerait a cette derniere la formule (18.). 


{ . \ . . 14 f 
Uela revient a dire, qu’en general on a 


1 in 2 2?qa—2\ (2a —4 2?qg—2i-+? 
2. /, du-y( he 
ii l ee) BREIT?) 
N Rg- i+Hı\ g—i+1 / Sg —)+2.3 
‚ (6(y—)+3.5 I nd 
N Frese RER 




















Cette formule offre, eonform&@ment aux idees de FF allis, une solution 
approchde du probleme quil s’etait propose dans son Arithmelica infini- 
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forum; qui etait, d’intercaler, par une m&me formule, les termes inter- 
mediaires dans la suite des nombres 1, 3, 7755 1%, etc. qu’on obtient 
en faisant successivement 9=0, 1, 2, 3, etc. dans la formule (2.), 


$. 6. 
Rn . N o . A 
Newton, par une voie tres-differente, est arriv@ au m&me but. 
A l’aide d’une singuliere induction racontee par lui-m&me dans une lettre 
ä Oldembourg, datee du 24. Octobre 1676, il a trouvd, que, pour un 
exposant quelconque 9, on avait: 


y a 1 NM 1 _0o—-Ng—2) 
23. Sat =1-1.3+r75.5— 119- 2 1 # + ete.; 


ce qui, d’apres nos iddes, revient ü developper d’abord le binome me 
et A exedcuter ensuite lintegration de chaque terme de ce d@veloppement. 
Mais, ä une &poque ou ce developpement £tait ignord par Wallis et par 
Newton lui-möme il fallait une sagacit@ extraordinaire pour franchir ainsi 
un tel obstacle, et r&soudre a la fois le probl&me de integration definie 
et de lintÖgration indeänie. 

Au reste, si le nombre 9 £tait fractionnaire et plus grand que Pu- 
nite, il faudrait combiner la formule («.) avec la formule (23.); ce qui 
donnerait en posant 9’ =9g—i, de maniere que 9° soit un nombre plus 
petit que V’unite; 





1 ” 29—2 ei 2q9—2 nn 
— T— ... 
24. / dx(1l n J 2. 2g—1'2 29—9 2g —2i-+3 


oO 
' hart 1 N? | 








19) 1.2.3 7 


: Oh 
Par exemple soit = —, onaura ı =6, y = 


13 


se En 14 14 
# a a a ae 





Il est remarquable que, Newton, dans sa lettre cit@e plus haut, ne 
dise rien de cette modification exigde par sa methode, afın d’eviter une 
serie trop peu convergente dans ses premiers termes. Mais il me semble 
qu’on expliquerait mieux le silenee de Newlon sur ce point, en disant 
quil ne voulait pas detruire la belle regularit& de sa serie par lintroduc- 
tion du facteur qui multiplie 1—9‘.z etc. Au reste; si c’est Ja un im- 
conv&nient, il est facile de l’eviter d’ane aufre maniere: il suffit de poser, 
pour un moment, &=1—-y': alors, les limites de y correspondantes a 
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r—=0, e=1, eant y=1, y=0, on en conclud immediatement, qu’on 
a l’equation (en changeant y en r): 





i u a I „artde 
R; ud Se Kae A ve, 
de laquelle on tire, pour le developpement du radical: 


2. [ det = sts te + ee 
o 29+2' 2 2qg+4 ' 22.4 2946 
C'est ainsi qu’on peut transformer et augmenter la convergence de 
la serie qui constitue le second membre de l’@quation (23.). 











$. ri 
Je reprends l’@quation (19.), et j’ecris ainsi la valeur de —: 
a _2446 Be Bi 3 
4 73'355" 1 i—1'2i+1' 


En prenant pour Z un nombre entier determine, le second membre de 
cette @qnation cesse (math@matiquement parlant) de representer la valeur 


de 7 Mais, en ayant sous les yeux les valeurs des integrales definies 
I dac.„itl 1 da.” 
Jo VÜ-ae?)? o ViI—x®) 
posees dans la page 231 du 1” volume du Calcul Integral d’Euler, on 
voit aussitöt que, pour toute valeur donnde de 7, on a l’Equation: 
PETE i—2 ZW 2: 
393955" "Wi 1 di—1’2i+1’ 
ou l'on a fait pour plus de simplicite 
1 da. 
rd vi—x’®) 


= - 
1 do. 


0) vida —ıx?) 














De la on tire 


96 Bi Fat. 355 %ü—3 ii ae 
er ua 2'"4'4"6"",","—-2ü—2° 2 J° 


Bi 





st 


BEOPUNCEERS ‚ : s : Ji-t1 N 
IN allis ignorait la Juste expression analytique du facteur u qu’on 
— LI 


* st . y a . 
voit dans ceite valeur de 7. Mais, d’apres un theor&me qu’on lit dans son 


Arithmetica infinitorum (Voyez p. 468 du 1” vol. de ses ouvrages) on 
deyrait avoir pour un nombre entier 2 ar oe 


ee p<fli ch "+ p>yli+z)- 


Donc, en supposant un fort grand nombre, il sera permis de developper 
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les deux radicaux; ce qui ua 
Zi - 1 1 

Far- ) 5a tete 

act 1 1 1 

P>1+ a 827)2 + etc. 


De sorte qu’en he ces deux inegalites par rapport aux puissan- 

















. 1 » ® . 
ces de —, le theoreme de Wallis reviendra ü dire, que 


rl 35 
P<1 Fat R. > + i3 + 2048. i* Tr etc, 


au 1 5 
P>1 + Fr T 28.5 zo. + te 


Or ceci est na vrai, comme on va le voir par le developpement 


de la fonction 7 et. P. 














L’equation (26.) donne 

















2i+1 u et 7 2 
2i 18.5.7090... 
partant on a 
2i+1 Ev 4i [2.4.6.8.10....2i—2]* 
u a 
ou bien 
2:1 Eye 2% [1.2.3.4.... il° 
2i u u © rn 7) du 


Cette expression rentre dans celle consideree par Stirling. Mais, s'il etait 
question d’avoir plusieurs termes de son developpement, il conviendrait de 


recourir a la formule 


7 7 OReee 7 gri 
1 27 YO0S1 : 


a vun (Ha - Far t mar en 
donnee par Euler dans son Cal. diff. (Voyez p. 377 de l’edition de Pavie). 
En carrant les deux membres de cette @quation, et negligeant daus le 
developpement du second membre les termes multipli&s par une puissance 

















de — superieure ü la quatrieme, on aura 


i 
(1.2.3.4....2i)2 zu a 
(1.2.3.3....2)* 1 [ 5 


ns A u 
alt tr 5 tee] 














et par consequent 


Hp=1+7; +0 1 4) 





— etc. 


5 128.0 2048, 1° 
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En substituant cette valeur dans P’@quation (26.), il viendra 


SER 5 SE 
ee Be a n ’ 
5230223 Hosts 2198. 3 5 + ete.]. 


Cette formule oflre un moyen simple pour &stimer la partie negligde, lors- 
qu'on arröte la serie des produits de /allis ä une fraction correspondante 
a une valeur fort grande du nombre 7. Crest ainsi que je me suis dd- 
montre la verit@ des limites etablies par /allis ; mais je dois avouer, que 
la d@monstration qu'il en donne me parait fort obscure, 

En substituant la formule pr&c&dente d’Euler dans le second membre 
de l’&quation (7.), on aura 
[ det) a a RER. a2 9: En +: wu Eee zu u; 
. 2gr1 29. q 27,3 g* 2 219 .7g°] ? 


Io .Ig IH 








d’oü l’on tire, en developpant: 
9 Vn 9 
28, dx(1l—x) = 1 Ä ete.]. 
A 2Va(i+z- >>) Hatr 5 q* 1024.g° ” 
( 
Cette formule devrait &tre preferee ü celle qui constitue le second membre 
de l’equation (25.), sl etait question de calculer la valeur de cette inte- 


grale definie pour une valeur fort grande de l’exposant g. 


$. 8. 





L'expression de u de //allis pr&sente un contraste assez singulier, 
lorsqu’on la rapproche de l’expression 
re 3 5 7 11 13 17 19 23 


etc. 








4 — 3715 17H Tr BIT 7 SH 3 Fi 
composee par les seuls nombres premiers. Euler, ä qui elle est due 
(Voyez p. un du 1” volume de sa Int. in anal.) demontre sa derivation 
de la serie -—— 1—5-+5—77etc. Mais cela ne prouve pas, que l’ex- 
pression de W allis soit aussi une transformation swi generis de la m&me 
serie de Leibnitz. Si Von r£flechit, que la factorielle de /allis s’obtient 


. st ./ . 
en fasant 2 = dans l’equation 


in = {tl 2)(-5) a0; 








et que cette m@me equation peut Ötre considerce comme une transforma- 
tion de la serie 
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> 


sin? x 1.3 sins5 


. 1 | 
x —= sin®-+- 3 +57 z + ete., 
on sera port@ a conclure que l’expression de FVallis est plutöt une trans- 
formation de la serie 








st 1 1 1.3 2:33 
E ++ + ass tete]. 


st 


Apres cela, si l’on observe que la serie — —1—4+:2— etc. (Ctant trans- 
I 3 4 





formee en fraction continue) donne la fraction continue 
sc 1 


—_— 


zer 1 








) 
er. 
r 2 etc. 
trouvdce par Brounker, on pourra bien, en ce sens considerer comme 


st 


identiques les expressions de — de Leibnitz et de Brounker; mais non 


en conclure, ce me semble, l’existence d’une identit@ analogue entre les 


expressions de 7 trouvees par FVallis et Brounker. Cependant La- 
grange a emis une opinion contraire dans son Trait& des fractions con- 
tinues imprime@ dans les additions ä l’algebre d’Euler. MI dit (lisez p. 381 
du second volume) que Wallis, dans son Arithmetica infinitorum de- 
montre d'une manicre assez indirecte quoique fort ingenieuse Fidentile 


de son expression avec celle de Brounker, 


9. 
Jean Wallis (n& en 1616 et mort en 1703) a publi@ son expres- 
sion de zZ en 1655. La maniere dont il y est parvenu ne pouyait pas 


avoir une grande influence sur les progres de Vintegration indefinie des 
fonctions; mais, lidde d’une telle interpolation £tait originale, et devait par 
la suite enfanter des decouvertes beaucoup plus importantes: ä cet dgard, 
elle merite d’ötre classee dans le nombre de celles qui honorent lesprit 
humain. 

Ceest un fait digne de remarque que Wallis n’a pas su interpre- 
ter exactement le premier principe du Calcul integral, c’est-ä-dire la 
formule 


Sad = + Constant 
x = = 5 onstante, 
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u ® . 1 1 
Caralleri avait deja trouv@ que z”dı = Im etant un 
« 0 mn 


nombre entier et positil. Fallis a demontre, qu’on avait de m@me 


+ ae 
f: x "q 2 ER m 
0 m 


ea 
De la, ıl concluait par np qu’on devait aussi avoir 


1 b 
tu x l).di = ’ 
ın 


— +1 





5 . m . mn 
ce qui est vrai pour — <I; mais faux pour — >1: car alors on a, 


comme on sait, 





v1 .... 1 Rn, Pi... 1 
n . ? 
/ x de = ; ou bien / x "de= — 
/ ,% m Jı1ı an 
"+1 rg 
n 
de e . 2 1 
Wallis qui rencontrait dans ce cas le nombre negatif 
er 
n 
sayait en concevoir la signification. Trompe par la figure de la courbe 
m 
dont Pequation et vn " en ı); et domine par lidee fixe que la 
i u n 
1 
formule — —— devyait donner, comme daus le cas de „<b l’espace 
— +1 
hyperbolique compris entre zero et ITunite, J7allis poussa l’aberra- 
1 
tion de son esprit au point de croire que le nombre negatif ——— de- 
— +1 


signait un espace plus quwinfini. 
Suivant le langage de l’analyse moderne, on verrait aussitöt par lin- 


spection des deux formules 
m 
x da x -— 1 1 
: I o- logx, S dx.x = 5 —11, 
.ı/ı1 Pen 1 -—— +1 cc 


que, — dtant >1 et e<(1, le second espace est, abstraction faite du 
m 





sisne, d’autant plus erand que le premier que x est une plus petite frac- 
j - . . Pr 1 
tion. Mais, cette comparaison toujours elaire entre I’hyperbole y= “ 


‚ ne saurait entrainer ü la cons@quence absurde 





et lP’byperbole y = 


V x” 
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d’un espace plus qu'infini. Neanmoins, il faut avouer qu’ü la naissance 
des nouveaux calculs il n’ftait pas aussi facile de d@möler la veritable 
distinetion qu'il fallait Etabliv entre les r&sultats de ce genre. 

Toutefois cette erreur de //allis ne fut nullement partagde par 
Neieton, comme on peut s’en conyaincre par la figure et par les mofs 
„ert e—=aBD infinite versus a protensee, quam.caleulus ponit nega- 
„tivam, proplerea quod jacet ex altera parte linexe BD” quon Hit A la 
suite de sa premiere regle pro curvarım simplieium quadratura. Je ne 
sais pourquoi Montucla, apres ce passage de Newton, a voulu attribuer 
a Varignon la premiere explication de ce singulier paradoxe (Lisez sa 
phrase daus la page 350 du second volume de son Histoire des Mathema- 
tiques). Apres les &erits de Newton et de Variynon cette question devait 
paraitre tout-ü-fait expliqude; ncanmoins elle a encore rencontre une re- 
sistance assez peu raisonnable de la part du P. Grandi, qui, quelques 
anndes plus tard (en 1710) a publie a Pise une Disquisitio geometrica in 
qua spatia hyperbolica plus quam infinita FF allisäi adversus nuperrimos 
eorundem impugnatores vindicanlur. 

$. 10. 
Cet exemple prouve, que le prineipe d’induction peut Ötre illusoire, 
s’il n’est employ@ avec une grande circonspection. Et la m&me intdgrale 
x” da pourrait donner lieu a une autre meprise analogue ü celle de 
WW allis, lorsqu’on la prend entre deux limites @gales et de sigue contraire. 
Car, 7 etaut un exposant quelconque positif, on a toujours 








+ 2 
m — © 
a u dx “I m+1? 
mais si l’exposant de x est negatif, on a aussi 
+ 2 
27T” == 
J_ı ds —m+1?’ 


pourvu que a soit un nombre entier pair, ou un nombre fractionnaire 


de la forme En outre, dans ces mü@mes cas, il faut, si m <l, 


_2Pp_ 
dg-+1° 


regarder le nombre positif j, comme l’aire de la courbe comprise 


BR 
—n-+ 


entre les ordonn&es correspondantes a = —I1 et vr —=1. Mais, si m>1, 


. s 2 
il faut regarder le nombre negatif =, fi, non comme la sommation des 


dx . . .‘ - . 
elömens — depuis »—=—1 jusquä 2 =-++-1; mais simplement, comme la 
zZ # 
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difference algebrique des valeurs fournies par la fonction ———, en y 
” —m-+1?’ 


faisant z=1, et =—1. Si l’on obserye ensuite, qu’on a 
1 1 —1 (—1)-m+1 
ar”dae = ——o; "de = 
J. on ee SH 


et par consÖquent 


—_n 
x" dx a ac” = 2 
Je * de m—1? 


on pourra interpreter la quantit@ positive —_ comme une veritable som«- 


x) 


. s dx 2 d( 
mation des @lemens = et des elemens ——— faite entre les limites in- 


Fr nr ” 


diqudes. Mais ces interpretations purement EN ne sont pas tou- 














® CA . . . 

jours conformes au veritable esprit du calcul analytique, et on ne doit 

pas s’y conformer sans un examen detaill@ de la question. Ainsi dans un 
x ’ - N . ’ .. [4 (4 . 

probleme de Mecanique, ou l’on rencontrerait lVintegrale definie 


JS. 12 (+2) 


on doit prendre 3— 3; d’est-ä-dire zero, sans faire attention ü la cir- 


coustance indirecte, que 


an A 
A da+/, "de == $, 


Par lä on serait entrain@ ä des erreurs d’autant plus dangereuses qu'elles 
semblent avoir un appui eonforme &a la verit@ dans un sens, tandis qu’il est 
tout-ü-fait faux dans un autre sens. Au reste, il n’entre point dans mon 
plan, de developper ici les reflexions qu’on peut faire sur ce point spe- 
cial du Caleul integral: on fera mieux de lire celles que Mr. Poisson a 
exposees dans le 18. cahier du Journal de l’Ecole Polytechnique (Voyez 
page 320— 341). Cependant je ne puis termiuer cetie espcce de digres- 
sion sans ajouter la remarque suivante, 


$. 11. 
Ee partage d’une integrale definie en deux ou plusieurs parties est 
fond& sur ce prineipe, Soit Y (x) Pintegrale indefinie de / D(x)dx; on aura 
Fi D(x)dx =— vlb)—Y(e). 


Et comme on a identiquement 


vO)—-Y) = BOY + DIV) 
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on a £tabli le principe 


b a b 
‘. Olx)dx af P)de+f Ola)dx; 
14 78% I: E22... ; . 0“ “0. 
c etant une quantite intermediaire entre les deux limites primitives a et 
b. Mais sur cela, il faut observer que lidentit@ pr&cddente exige absolu- 
® .,, u 14 . . 
ment, «ue les trois quantites Y(e), (ec), W(b) soient deduites de la m@me 
fonction de x, et quelle cesse, des que cette condition n'est pas rigoureu=- 
(4 # ® \ 
sement observee, Or, ily a des cas ou, par un changement convenable 
de la constante arbitraire, on a ä la fois 


Sve)dz = va) +C; /p (x)dx = Fla) +0" 
Alors il serait faux de dire, qu’en ae 
N voar = vor; S. Pa)dz 
on a encore l’Equation 
b a b 
J D(a)dr = /. Pordz+/. ODlx)dx. 


Par exemple, on a 


| 


FF), 








Fe = 310 (3) 76 
== tlg (EI) +0”. 














1—x 
Chacune de ces deux integrales indefinies donne 
” dx 1 1 \ 
FIR, var Dre log (—)—310g(7) = — lg (—1); 
”" ds 1 1 
BE er 3 log (—-) —310g (—) = — 3log(—1). 


Mais si on prend la premiere pour former lintegrale definie 


1 dx 2 1 
ni BE A 
o 1— x? 210g (-,) s(z); 


Z1loo 
et la seconde pour former l’integrale definie 
” dx 1 2 
Base 2log (7) —3108(5)» 


la somme de ces deux integrales definies donne 


i ds ” dx 
z +/ 1. =; 





m 





oe 1— x 
co qui est bien different de la quantit@ imaginaire —$1log(—1), qu'on 
obtient direetement sans le partage de liintegration. Ce dernier resultat 
est une veritable sommation, tandis que la quantit@ imaginaire est la veri- 
table integrale definie entre les limites zero et linfni. 
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Chapitre second. 


| ‚ * a. 2 1 ” 
T'hcorie de Yinlegrale f de a" (1—a”)'. 
J/0 
6 32. 


Etudions maintenant d'une maniere analogue lintdgrale definie 


1 
# gp1 dx (1 Ba g f 
« () 


L'integration par parties donne d’abord 
; 6 ar \ n 2 _ iii 
Jede t—a ur + (1—:") 4-3 Varttdeli— an)? 4 
. ; P = 
. ’ ”.. 
donc, en supposant > et 9 des quantites positives, on a 
u u; u u 
/ ade 1—a”) = 1 / rd l—x”)' : 
Yo Po 
mais ©" = 1— (1— x”); partant on tire de la 


1 1 

— 9 nc PEN x 

/ eTdal—) = 2 /« PAdae(l—a”) 
9 P nd« / 


0 





Par une application repetee de cette formule, on a done 
er er n ng—n w 1 
/ ac? da(1— a") = —T_- 4 | ar"de(1— a”) 
/Vy p+tnqg "ptng ro 0 


5 BEGER.: bu: RUE. 1 o. . r artde(1 — 2”) 


ca ptnrgqg ptrg-n" ; gqtrg—(i—1)n. 


\ . .»...g@ j 
Dans le cas ou 9 est un nombre entier et positif, cette formule donue 





























PR in NG ng ng—n ng—2n n 1 
edat—a) = LER e} u; 
f p+tng' ptrrg—n "p+ng—2n' ptr'p 
WER ns de ng 
. — PptaA) (pH 2R). ... (p+qn)’ 
ou bien 
1 \ 7 1.2.3.4 
n—] n\9 BEER n oe... q 
aıde(l— a”) = i E ne A 
J. 4 prar porn, (pt ?n)....[pt(g—Ij)n] 


Si l’on observe maintenant, que 


p(p-+r)(p-+2n)(p+3n)....(p+(—1)n) 
P P p ‘ p 
=n K)e+ı)l2+ 2)... (2+9—1), 
on mettra l’@quation pr@cedente sous la forme 


= ar'de(i—x”)’ . 1.2.3....9 








et) 


! 
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ou bien en, renversant l’ordre des facteurs et posant pour plus de simpli=- 


Bat ii a 2) ’ 
Ki. 1 22 
” pl Ä 1— 77 — \ h „nor ....( 
33. I KL dx( J p+tygn 1) —2)....(!—g+1)° 
Ce resultat est immediatement applicable lorsque 9 est un nombre 


entier; mais en le transformant d’apres la formule (17.), on aura pour 





une valeur quelconque positive de 9: 


del —a”)? = an ES... 








0 





En substituant pour 9’ sa valeur, il viendra 








24 [ "della == 1 ngatp ng+-p-+n ngtpt?r aa 
Jo ptng p p-Fn p+t?n 
1 ? 3 
— ,— ,—— ef 


ou bien 


1 
35. f „rd — x”) 
u 


1 ng In(g-+1)-.- 3n(g NH 3p\ fing +3)+4p u 
Fe M Term a) ER 
7 edel — a") 


0 


Ba [e222) REIFEN EIREERFEN er a ade FR 
p(g+17/ \Kp+n)(g+2) 7 \p+2R) (g+3)/\p+3n)(g+%) 
Cette derniere formule redonne l’equation (18.) en y fasantp=1I,n=N. 
Il est facile d’etendre la remarque faite dans le 1” $., et de faire 
voir qu’on peut exprimer par des integrales definies de ce genre un coef- 
ficient quelconque du binome (1-+ x)”. En effet; la formule (32.), par Ie 


changement de » en z(1-+i) et de 9 en 27 —:, donne 
8 af . n , 1.2.3....2g—i 
naF+)—1 f pri Bi . _ A 
J. ” de(1—x") arg + FU 22H) (Hi) ....2qg]’ 


partant il est clair qu’on a 











l 








—pFon 





be} 


BE Ierer2g—i 


. . (2 nt BEER n\2g—i — ° 
Ey A y+nf ac” dx 1—x”) GFDEHDICHB).. 
Donc, en multipliant les deux termes de cette expression par 1.2.3. Wr AP 


ıl viendra 





1.2.3... )23.. 2 





. . 8 N —1 / n\2g—} 
38, + ar d«1— = 1.2.3....2g 
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ou bien 

| A _ Tre 

39. ne -+1) [ ade l— a”) — 43. 

> \ + er 0 ( ) 2g(2g—1) (29—2). ...(29—i+1)? 
c’est-ü=-dire la valeur renversee du coeffieient qui multiplie x’ dans le 
developpement de (1 + x)”. 





Ce resultat @tant vrai sans definir le nombre 7; ce quil y aurait 
de plus simple serait de prendre 2=1; mais ce plus grand degr& de gl- 
neralit@ peut ätre utile, 


$. 13. 
L’&quation (38.) est susceptible d’une transformation analogue ü celle 
du cas considere dans le $. 2. Car, d’apres la formule (9.) on a d’abord 
Ba u (G).y(2g—i) 
n| ge an FF, 
J y2grl) 
/ 


et en faisant ziI+)=p, nWY—i+1)=g", ona i=t—1; 


’ a’’ ’ “ “ „r Pr 
Y—i=1-—1 ıY+rl= erg — 1; ce qui change l’equation pre- 


n 
u p’ g” 
en 1). —1) 


1 — 
/ zrtdaei—a)" u _ 
0 


c@dente en celle-ci 





Or il est clair que cette Equation subsiste sans que p’ et 9“ soient des 
multiples du nombre z. 


En eflagant les accens qui affeetent les lettres p’, 9 on aura 


BE. a, »(=--1).9 (2-1) 
0. (rd) = (er) Ei 


Et en changeant 9 en 29 -+7, cette @quation reviendra ü dire que, 


p (2 ı) 202 








} © 
4. / della”) = 
0 


P 
ne (+7) 
Cette formule devant s’accorder avec celle designde par (11.), lorsqu'on y 
fait a=1etn=?, on en tire la consequence, que 
2-3): —_ le 





2pia+32) giRg+l 








tz 
ir 


en nn . z z' ar 
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D’apres l’equation (13.) on a P(—3)=vr; partant 
vaPpRrg+1) = rom pw 2). 
Si, pour nous conformer a la notation de Legendre, nous faisons 
Pam) = TI(m-+1), 
cette &quation sera Equivalente ü celle-ci: 
22. TI r2=r"vaIAn=TTTGOTR9; 


et les &quations (40.) et (41.) seront Equivalentes ü celles-ci: 


1 rear) 


ins en „n (2E0) ° 


r(2)TarD 
Ar (P 4 a4) 


Dans le cas particulier de 2=1, la formule (£.) devient 
Ö. JS, ade)" FE). ig); 
0 I(p+9g 

Cette formule est particulierement applicable, lorsque les exposans 
p et 9 sont exprimes par des quantitds fractionnaires positives, 

Les trois @quations (ß.), (Y-), (d.) sont fondamentales: on peut af- 
firmer qu’elles renferment toutes les proprietes generales de ces intÖgrales de- 
finies. Mr. Jacobi (Voyez le 11" vol, du Journal de Mr. Crelle page 307) 
demontre l’&quation (d.) par la consideration des integrales doubles, 1 
observe qu’ayant 








I 


Y. Ri de (1—x”)’ 





T'(p) = Set dr, 
on a aussi } 
A du zn urtztte T (BT lg): 
Ensuite il fat v-z=y, u=yxr; et par consequent 
u=myxı; z=y 12); du=xdy-tydı; ds=dyll—r)—ydı. 
Or on sait, que toute iut@grale double /j V dudz devient, par le change- 
ment des deux vartables, | 


Na) 


Dans le cas actuel ( gr ) 5 1 (2) = y. En outre les deux &qua- 


dy 








dy 
tions u=yx, z=y (1—x) demontrent que les limites de y sont 9 =0, 
g=m»x, et que celles de x sont =0, z==1; partant 

Crelie’s Journal d. M. Da.XVII. Hft.1, 4 
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> 1 2: . 
I(p).19) wpif yer(yagry"dydz 
—/" dy.e7.yprı1 deze.) 


=Tp+ Dj deal); 


1 1 T(p).T(q) 
deli—a) — ET, 
5 j IYp+qg 
Cette demonstration de Mr. Jacobi est analogue ä celle que Mr. 


d’ou l’on tire 


Poisson avait publice dans le 19"* cahier du Jonrnal de l’Ecole polytech- 
nique (Voyez p. 477). Au reste il me semble qu'il vaut mieux &viter 
un tel detour dans la d&monstration d’une formule fondamentale, qui de- 
rive des notions &lementaires du calcul integral. 


$. 14. 


A laide de la formule (ö6.) on peut donner une elegante solution 
du probl&me suivant. Soit /{z) une fonction de x donnde, et supposons 
qu’il soit question de trouver lintegrale delinie ®(a), telle que 


aF(x)dx 
Da) ef, (a — x)? 


m &tant un exposant positif plus petit que l’unite, et F(x) une fonction 
de x qui ne comprend pas le parametre «@ parmi ses quantitds constantes. 
Si la forme de ?(x) ne permet pas d’executer cette int@gration, on pourra 
la developper. Mais, pour plus de gen£ralite jesupposerai F'(x) r&ductible 
ä un polynome fini, ou A une suite infinie de la forme 
F(x) = Aa" + A, ar" 4 A,ar" IL etc., 

avec la condition, que chacun des exposans p’, p’, p’ etc. soit une quan- 
tit& positive plus grande ou plus petite que l’unite. Cela pose, si l’on fait 
x=ay, on aura 


Sn pm " 1/1__n\lem)—i pm [" ll yyımm)-i 
Pla) = A, day ya yet Aa dyy(l—y) 


+ Aa lay ya ym-it ete. 
Donc en appliquant ä chacun de ces termes la formule (d.), nous aurons 
[7 T(p‘).T(1— m) p'’—m T(p’)T (1— m) 
I (p-1i— m) + 4.0 T (p”-H1— m) 
Mb T(p‘) .T(1— m) 
* tc. 
T (p’+1— m) + eic 











Da) = Aa? 





+ .4,.0P 





Cette formule offre un moyen facile pour determiner la fonction F(x), 
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e 0 


qui repond A une expression donnede de ®(e.). Admettons d’abord, que 
cette derniere fonction est reductible ü la forme 


®(a) = B,a” + B,ar” + B,ar” + eto., 
il est clair que nous aurons 
F (x) = A, at! 4 4, at tet A, ar Tl et; 


a T (gt) Bi TH), 
A=B, Y (g’+ m) F(l—m) ER: I (g’“+ m) U (1— m) 


d=B 7 








T(g’’+1) 
qm). [(1—m)’ etc. 


Donc en prenant l’int@grale NS F(x)dx, nous obtiendrons, en ayant &gard 
a lequation TA+N)=KT (Rh): 


T (q’+H1) g+ T(g’+1) 
Y — + - 
J Foddz = art" B,. Fett I Be pam OT) 


“u T(g’’-H1) 
ac tm B . 77 1. a 
+ 3 IF m Hi) dm) tete 
Le second membre de cette &@quation peut @tre un polynome, ou une 
suite infinie; mais il sera toujours sommable a laide d’une integrale dd- 


finie.,. En effet, cette &quation peut &tre &crite ainsi: 

















’ T/’g’-+1) T/m) 
gm ee 
Di ri (+ m +1) 
n T (ı “1)] ) I’ (m) 
x B. x tm \q9 
F(x)de = . alten T-Hm+1) 





v I (m) I (i— m) 7Z 
LB, tm T (a4 +NT (m) 


Ta (’+m+i) 
4 etc, 


Or on a, en general, 
I (g+1)T (m) = /f a mi 
IY(g+m+1) — n dzz (1— 2) 3 
partant l’&quation precedlente est &quivalenie A celle-eci: 
B, gutm 0 'ıB,: tm „en 


.. 





“on BE dx { 
T(m)Tıt—m)/, l (a) dx ud ri (1— z)"-1 +B, tm etc. (’ 





ou bien ä celle-ei: 


T(m)T(—m)f F«) de = ER.) 





‚(22)"+B, a 


vo a— az)" a etc. 
Rien n’emp£äche de faire zz =. dans le second membre de cette eqna- 
tion: alors on Ecrira 
. En, re (.; da 2 “ gm 
Tem) Tu—myf Fa)de=/ or [Bı0" +B,0 + B,0”" +ete.); 
4 Hr 
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et en remplacant le polynome D, a” -+B, a?" + etc, par sa valeur donnde 


D(a), il viendra 
SF) m u. [” pla)da | 
0 \ sc 0 (x — a)Im? 


st 








en se rappelant, que I’ (m) I’ (1I—m) = . I suit de lä quoon a, 


siu m zı 
Ä ld ’ “ 
en general, ces deux Equations: 


a F(x)d: " si / x ( 
© (a) = / - (zc)« n J F (x) dx — sin mr fla)da ’ 
o (a — x)” ) Pr ou (a— ", de 


m £tant un exposant plus petit que l’unite; et 7x) une fonction de x 
telle que son integrale (sans laddition d’aucune constante arbitraire) est 











‚nulle pour z=0,. 
En prenant 
F()dx = d.f(a) = f'(z)dr 
on tire de la la consequence, que | 


sin m 7t x da 7.2 dx 
0 


FAT u 
Je) 'iR zz o (x— a)” (a — x)” 








Mais, afın de rendre cette formule plus expressive je l’Ccrirai ainsi: 


sin mı 7T x da fr f’(b)db 
0 


S(z)ı = 
st vo (a — a)” (a—b)” 








En faisant m —=}*, la question que nous venons de resoudre se rapporte 
au mouvement oscillatoire d’un point materiel p@sant sur une courbe. 
Par ces formules on a, sous forme finie, la solution du probl&me direct 
et du problöme inverse., La marche que j’ai suivie pour arriver ü ces 
formules est naturellement indiqude par les proprietes de la fonction T 
(gamma) introduite dans l’analyse par Legendre. On peut, ü la verite, 
trouver ces m&ömes formules sans imaginer le developpement de la fonc- 
tion F(x). La solution donnde par Abel dans le Journal de Mr. Crelle 
(tome 3. p. 153) en est exempte; mais alors il n’est pas aussi facile de 
saisir l’esprit des transformations qu’on emploie. ai prefer@ donner ici 
la solution du probleme telle que je l’avais effectivement trouvee de mon 
cöte, en allant du plus simple au compos£. 


$. 15. 


Je vais maintenant developper plusieurs cons@quences importantes 
qu’on peut tirer des deux formules (3.) et (y.) @tablies vers la fin du $, 13. 
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Remarquons d’abord qu’en faisant 9=p, l’&quation (2.) donne 


rer) _ 


1 Eu 
/ p1 —yi\n — N „che A 
PS delt”) Free r 
" =) n1(7) 





2 [4 . ‚ . 
Donc en remplacant r(>) par sa valeur deduite de l’equation (42.) 


(en y faisanut q= 2), on aura 


TR 2 un are) 
es ide Ye) 


n \ın'’2 





A [d “ s [4 5 4 
Or, en vertu de la m&me &quation (P.), il suffit d’erire T (2*3>) a 
. 1 . [ve .n Pr z 
lieu de IT’ (2 +5) ;, pour voir aussitöt, que cette derniere &quation est 


Equivalente ä celle-ci: 
1 2p In, 


1 Eu MM. 1 a 
pr [| ade" =rTr | delta) 

0 0 

= 7 f' Mi 
vu‘ 

Cette transformation est vraie sans definir Pexposant 2; mais si cet ex- 
posant est un nombre entier pair, cette equation oflre un rapport remar- 
quables entre deux integrales semblables, oü le degr& du radical est le 
möme. Au reste, cette m&me &quation se trouve dans la page 93 du Mc- 
moire sur les transcendantes ellipliques publi@ par Legendre en 1794. 


Mais la manicre dont nous la rencontrons ici, a l’avantage de pouvoir 
conduire ü plusieurs autres relations analogues. Voici comment on y 





parvient. 


La fonction I’(e) Etant telle que T/@-+1) = «T'(«), la formule 
(y.) revient ä dire, que 
a) 


 ı; del — 1 
0 u a4) 
n 





Donc, en faisant successivemeut ?=1, p=?, ona 
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0 





I\n 
Ir 1-—- a”) — re 
ie r(i+) 
q r(—):7@) 








\ 


ei dx (1— x”)? a rr 24) 


et en faisant le produit de ces deux «“quations: 
1 2 
> b 1 2 P\—).I\- [IQ 
[az], dx (1— x”) — TETDICHTTIE 1 (2) . Br 
re) 


Cela pose, si nous regardons, pour un moment, 9 comme nombre entier 
et positif, la formule (32.) donne 














art) = n? 1,2.3.4....9 3 

Jo u (A+gr) Arr)i+2n)(t4+3n)....[gRa—(n—1)]’ 
q 1.2.3.4. 

"POP RR? PEN: n de | ...q a 

fx: "ri ) (2-+qr) 22 -+-n)2+2n)(2-+37)....[gn—(n—2)] 


Done, en faisant le produit de ces deux expressions et l’@galant ensuite ä 
sa valeur precedente, il suflira de remarquer, que, 1.2.3....9=T(-1) 

‘ 
—yT(g) pour en tirer l’&quation 


U 
r(-.). (2) in An 

(+9). 17(-+0) m 
ou lon a fait pour plus de simplicite: 

A= ArmM)Ar?rR)1+3n)....(gr—(2—1)); 

B= 2 +n)R +27) +37)... .(gna—(n—?)). 
Maintenant, si l’on faisait ici =, on retomberait sur l’@quation (42,); 
mais en prenant 2=35, on obtient 


4 = 1.4.7.10.13...39—2; 
B = 2.5.8.11.14....39—1; 








dd 
. 


et par cons@quent 





1 _ 397-11.2.3.4....9—1), 
AB  1.2.3.4.5....39—1’ 
comme on peut s’en convaincre avec un peu de röllexion: partant nous avons 
1 3771.1'(q) 
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En substituant cette valeur dans l’equation (P’.), on en tire 


ıv : 39— I )» IX +3 3). ii +3) 
— q 1 q 7 q 3/0. 


oü g peut avoir une valeur positive te 





Actuellement, si nous faisons g=2p dans P’equation (2.) on obtient 


{P Tr 2p 
. Start a A “) 
0 „re? 





2) 
. r . r y. . . on 
Donc, en faisant 9—=-” dans l’&quation ('”.), et &liminant ensuite r(=2), 
n ı 
par la combinaison de ces deux &quations, il viendra 


Ned” a sr T(2).1X2). r(@?) | 
ah) Tr) 


Le second membre de cette dquation peut &tre &erit ainsi: 


‚» „r(2) ra r(2) r@.r(?) 


3 TE] »r(@+;) ar(2+:) 


Or, il suffit de rapprocher de cette expression les formules (ß.) et (?‘.) 
pour qu'il soit manifeste, que Ken precedente est equivalente a celle-ci: 








2p_ 


pr. N atdeti—an)” WS erde) 
3p 


on 


1l— — it 


F-39 L 4 
= 3. det | delle)”, 
v 0 


"© 
de sorte que, si 2 est un nombre divisible par 3, on a par cette Öqua- 


tion une relation entre quatre integrales de la forme 


1 Br 
Pi; ar"dz(l—a”)" , 
0 


ou les exposans p et n sont les m&mes, et les valeurs de 9 sont » ?p, 
In, Zn. 


Avant d’aller plus loin, il convient de simplifier l’Eeriture de ces 
integrales definies, en posant 


A a’tdell— ar)” — (2) 


pour toute integrale de cette erpece qui se rapporte ü la meme valeur 


En 
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de n. Ce symbole, ü la fois abrege et significatif, a &t& propose par Eu- 
ler et alopte par Zegendre. 


Suivant cette notation, les deux &quations (P”.) et (ß”.) revien- 


2p 
7 2.) 6b): (?)= 7 
wi (& .. "\an/? 2p = 3 j (+) 
P 


Et, par la seule inspection de l’&quation (ß.), il est manifeste, que toute 


fonction 2 demeure invariable par la permutation des deux lettres p et 9; 


c’est-ü-dire qu’on a 
er (2) == (2). 
q P 


Cela post, si nous revenons ü la formule (‘y’.) on aura, en y faisant p=3: 











3 
= p r(-).1@) 
/ x" da (1— x”) oo 3 : 
iM yı 
rt) 
et en posant de m&me p=3 dans la formule (32.), on a 
1 _ " q BR 
da l— x” R = 7 . vg r 1 
J, \ ) Iryn ISStrR) (+ 2n)....[gan—(n—3)]* 


En rapprochant ces deux @quations de celles qu’on a form& plus haut en 


‘ 


prenant p=1, p=2, et faisant ensuite le produit des trois int&grales 


zu " 1 1 
/ dz(1—x”), / dx 1—x”)’, pÄ del — x”), 


’ U « 


on trouvera, en ©galant les deux expressions de ce produit, l’&quation 
53 43 3 
r(„).12()-7(5) oma 
1 wi 3 Bo ABC’ 
J (-+3).1 (+2) (+3) 
ou Pon a fait pour plus de simplicite 


C=3(3+n)8+27)8+3n)....gn—(a—3)). 


Actuellement, si nous faisons n=4, on aura 











A= 1.5. 9.13....49—3; 

B= 2.6.10.14....40—23; 

Ca 317.1.D..4—1; 
1 _ 47(1.2.3...9—1) __ 411.1), 
ABC Lau... rn 


et par consequent 
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I‘2).I‘3).7'(2) — 4u- Fo 


Ts+9.Iatn tat Tag’ 








d’ou l’on tire 
Ir EBENE AEEDEAFE) Buten 
4g . pi I 4 L: F k 


Cela pose, jobserve que la formule (£.) FERN 


” Hl (2) = era 


(A artde(l— x”) 37 rl) 


0 
‚se... 4p pe „_ı» 2 
Donc, en dliminaut T —)yäü l’aide de la formule precedente, on aura 











-2  1O.W.TW.T) 
HORONIPEIWTFENE 


n n 








Le second membre de cette Equation peut €tre mis sous cette forme 
2 or. u ah e ‚[p 
rl) ar@) ra.rle) n.re) nacrle) 
(2)] r(2).r() art?) arlı PY rar?) 
£ A (+4) arle+4) vr) 


En rapprochant cette expression des formules (2.), (?‘.), (2°), on verra 
aussitöt, que l’&quation precddente est Equivalente ü celle- ci: 


gg (?) — Fade (3) (37) (17) 
” Bar yin 


1x 4 u. I(gq): T=-+9: T'?--9). TS+n:I I + q) 
1 Jg, 
srl... age KORKGEKErET 


r P n \ 
R*, 3) — 3; (; ) ( - (3) (: 7) 
4p p p p 


7, (ö 7 (37) 


En general, m &tant un nombre entier positif quelconque, on a: 


"q). r(-+9).7(2+0) ARE . I ,,) 


m 


4 




















Oo trouvera de la möme manicere 

















EEE 
’ 


u. I(lmo) = m". 


Crelle's Journal d, M. Bd. XVIL. Hit, 5 
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pP P p /__P 
p [7 2. n b. n ä "ei n 
1, (2) A me m ın m \ m I 


m ee 


Legendre a trouv& d’une maniere fort differente la formule (x.) comme 
on peut le voir dans le Tome 2. de ses Exer. de Calc. Int. (page 23). 
Mais la formule (A) me parait nouvelle. Plus loin on verra les avanta- 
ges qu'elle oflre pour la reduction des integrales Euleriennes representees 


par le symbole (2). 


yi 


(La suite dans le cahier prochain. ) 
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2. 

Sur les series dont le terme general depend de deux 
angles, et qui servent & exprimer des fonctions 
arbitraires entre des lımites donndes. 

(Par Mr. G. Lejeune Dirichlet, prof. & Vuniversit@ de Berlia. ) 





Les series que nous nous proposons de considerer, dans ce m&moire, sont 
ordonnees suivant des fonctions d’une forme particuliere, fonetions dont 
Legendre a le premier fait usage dans ses belles recherches sur l’attraction 
des ellipsoides de revolution et sur la figure des plandtes, Ces fonctions 
jouissent d’un grand nombre de proprietes remarquables et les series qui 
en sont formdes, sont propres ü representer des fonctions arbitraires entre 
certaines limites. La generalit@ de cette derniere proposition n’ayant pas 
&tC jugee suffisamment etablie *) par les considerations qui amcnent les 
developpements de ce genre dans la theorie de l’attraction des sphcroi- 
des, on a cherch@ ä la prouver d’une maniere directe et ind&pendante de 
cette theorie. 

Si l’on designe par P, le co@ffieient de «* dans la valeur d&velop- 


pce du radical 


V [1—2« (cos cos0’ +sin 0 sin 9’ cos (g’—y))-+ a] 
la proposition dont il s’agit, sera exprimee par l’&quation 





1 n=oo 


= ı23( "8 sin 0,00 
) SED = 7; 2 Qt Nein "PR SC,0)00 


qui a lieu pour toutes les valeurs de # et de ® comprises entre les limi- 
ts9=0 et 9=7r, P=0 et P =?r, la fonction (9, ®) restant entic- 
rement arbitraire entre ces limites et etant seulement assujettie ü ne pas 
devenir infinie. En ayant egard A l’origine de P,, Von prouve que ce 
coefficient considerE comme fonction ‚des deux angles $ et ®, est une ex- 
pression rationnelle et entiere du degr& 2 des 3 quantites cosd, sind cos®, 

sind sind, qui satisfait A cette Equation aux differences partielles 
„aur, 
Tre Be zu : 19 Ei 
sin Ö 06 sin?0’ Ogp* u ‚ 











*) Mecanigne celeste, tome II, pag. 72. 


5 
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Comme les intÖgrations, dans l’Equation (a«.), ont lieu entre des limi- 
tes constantes et sont relatives ü des variables ind@pendantes de et de®, 
il est evident que le terme seneral 


“= el" 86 sind /" Pf, 0) 00 


0 


sera aussi une fonction rationnelle et entiere du degre n de cos®, sin cos td, 
sindsin®, et qui satisfera pareillement ä l’@quation 


(0) 

'\sıa d ——— 

a l OR, 1 er X, r 

2 -—. - n A 

(e) siu d 00 rz2 0" 0 rar +1) 

La proposition cite revient done ä dire ei fonetion quelconque f(9, ©) 
de deux variables peut &tre exprimee pour toutes les valeurs de 8 et ® 
comprises entre les limites indiquees, par une serie de la forme 


f0%, D) =. X, A, + Ä, ‚t-.. ..tA, te. 
dans u X, est une fonction rationnelle et entiere du degre z de 
cos3, sindcos®, sind sind, telle que l’@quation (c.) ait lieu. Mr. Poisson 
qui a appliqud la serie (a.) ü des questions tres varices de physique et de 
mecanique, en a donnd une demonstration qui revient A peu pres A ce 
qui suit *). Il suppose que les termes de cette serie sont multiplies par 
les puissances successives d’une fraction positive 4, c’est-a-dire qu’il con- 








sidere la serie 
| jfre ©) sind’ 88V E(Qn-+1) P,ar. 


L'operation We par le signe 3 Ctant effectuce, il fait voir que linte- 
orale double qui exprime la somme de la serie ainsi modiliee, converge 
vers la limite /(9, ©), lorsque la fraction & converge vers l’unite. De ce 
resultat que Zagrange avait deja obtenu d’une autre maniere **), il con- 
clut l’equation («.) en posant &=1. On voit que cette maniere de pro- 
cider renferme implicitement deux suppositions. On admet que la scrie 
preecdente dont la convergence est "Evidente tant que la quantite & reste 
inferieure ü lunitd, conserve encore cette propriete pour &=1, On sup» 


pose encore que la valeur de la serie correspondanteraä = 1, est en 





*) Jonrnal de l’Ecole polyt ,„ 19"° cab. p. 145: Additions a la connaissance des temps 
poor lan 1829 et pour lan 1831. Theorie matb. de la chaleur, pag. 212, 


**) Journal de l’Ecole polytechn. 15'"* cab. pag. 66. 
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effet la limite de celle qui a lieu pour une fraction qu’on suppose conver- 
ger vers lunitd. Cette seconde supposition ne doit pas paraitre @vidente, 
car il existe des series dont les termes sont des fonctions continues d'une 
möme variable «, et qui changent neanmoins d’une quantit@ finie lorsque 
la variable varie infiniment peu. Mais cette circonstance ne saurait avoir 
lieu dans le cas actuel, car l’on peut prouver generalement que les series 
ordonndes suivant les puissances d’une variable & sont necessairement des 
fonctions continues de cette variable, tant qu’elles restent convergentes *). 
Tout se rdduit donc ü prouver que la serie (a.) est convergente, 

Pour &tablir ce point essentiel, Tillustre auteur transforme le terme 
general au moyen de l'integration par parties deux fois appliqude ü cha- 
cune des variables 9°, ®’ et en ayant Egard A l’&quation (Db.). Les termes 
que cette double operation fait sortir du sigue, se detruisant aux limites, 
il introduit dans lintegrale transformee lrexpression approchee que La- 
place a donnce pour P, lorsque lindice 2 est tres-grand, et il conclut 
que les termes tres dloignes de la serie («.) finissent par devenir inferieurs ü 





A ’» . . 
7, 4 desiguant une constante**). Ce resultat &tant supposed avoir licu, 


la convergence de la serie s’ensuit rigoureusement. Mais pour y parvenir, 
Mr. Poisson est oblige de faire plusieurs 'suppositions qui peuvent n’avoir 
pas lieu. Jl suppose que les co@fficiens differentiels du premier et du se= 
cond ordre de f(6', ©’) relatifs ä une et ä l’autre des variables restent 
finis, il suppose de plus que la fonction f(#‘,®’) devient ind&pendante de 
©, lorsquon y pose = 0. ÜOutre ces restrictions que Mr. Poisson 


Enonce, il y en a d’autres qui sont &galement necessaires pour le succ&s de 


son analyse. Il faut encore, que f(9‘,®‘) et ses deux derivdes of ” 7) 








a se soient des fonctions continues, car si cette circonstance n’avait 
pas lieu, les termes que lintegration par parties fait sortir du sigue, sub- 
sisteraient quoiqu’ils disparaissent aux limites des int@grations. Les diffe- 
rentes circonstances dont la transformation qu’on vient d’indiquer, exige 
l’absence, peuvent se trouver r&eunies dans des cas tres simples. Suppo- 


sons, par exemple, que la fonction f(6‘,P‘) ne renferme que $', et soit 





*) Voyez sur ce point ua memoire de Tillustre Abel, Tomel. pag. 314 de ce jonrual, 


**), Counaissance des temps pour l’an 1831, 
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exprimde par cos’6’ (k desigeant une constante positive inferieure A l’unite) 


st \ , st 
tant que 9 <-, et egale a zero lorsque ">>. Dans cet exemple au- 


quel Mr. Poisson a appliqu& la serie (a.),*) la fonction f(%) est con- 
tinue, mais il n’en est pas de m&me de son co@flieient differentiel, qui 


. a . gt . 
devient infini pour = „ et passe ensuite brusquement ä la valeur zero, 


y. „> . gt 
qu'il conserve dans tout lintervalle compris ntree ! = —- etN—=r. 


2 
Dans ce cas particulier, le terme general transforme se presente comme 
la difförence de deux quantites infinies. 

Il y a, au reste, une remarque generale ü faire sur la serie (a.), 
qui s’applique egalement ü toutes les autres formes de d&veloppement pro- 
pres ä repr&senter des fonctions arbitraires, c’est-ä-dire des fonctions qui 
ne sont assujetties a aucune loi analytique. Les series de ce genre, quoique 
toujours convergentes lorsque la fonction qu’elles developpent ‚„ ne devient 
pas infinie, ne jouissent pas toujours de cette propriet@ en vertu du seul 
decroissement de leurs termes. Il existe des cas pour lesquels cette 
convergence r@sulte de la maniere dont les termes consecutifs se detrui« 
sent en partie par l’opposition de signe, en sorte que les termes reduits 
A leurs valeurs numeriques, formeraient une serie divergente, et si une 
d@monstration complete de la convergence de ces sortes de developpe=- 
ments presente quelque difhiculte, elle tient surtout ä la possibilitE de pa- 
reils cas. Quoi qu'il en soit, il results du moins de cette remarque tres 
simple et qulil serait facile de Justifier par de nombreux exemples que 
tout moyen de d@monstration qui n’aurait Egard qu’au seul decroissement des 
termes, est necessairement incomplet et ne saurait embrasser tous les cas, 

Il existe un autre proc&de qu’on peut appliquer aux questions de 
ce genre, proc&d® exempt des difficultes qu’on vient d’indiquer, et qui 
derive d’ailleurs naturellement de l’id&ee que l’on doit se faire de la somme 
d’une suite infinie. Une pareille somme n’etant autre chose que la Iimite 
vers laquelle converge la somme des 2 premiers termes, lorsque 2 de- 
vient de plus en plus grand, on parviendra a une demonstration complete 
en determinant la limite dont il s’agit. Ü’est ce proc&d& que jai d&jüa em- 
ploy& pour d&emontrer la formule qui esprime une fonction arbitraire par 





Consaissance des temps pour 1829, pag. 348. 
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une serie ordonnde suivant les sinus et les cosinus des multiples de la 
variable *). 

L’application du m&me moyen de d@monstration ä la serie (a.) est 
moins facile, non seulement parce que les termes de cette serie sont don- 
nes par une double integration, mais surtout parce que, la fonction P, 
etant plus compliqude qu’un simple sinus ou cosinus, il faut introduire une 
nouvelle expression integrale pour pouvoir ex&cuter Vintegration aux dif- 
ferences finies etendue a un nombre indetermindg de termes. Neanmoins, 
si lon met P, d’une maniere convenable sous forme d’integrale definie, 
la somme des z premiers termes de la serie prend une forme assez simple 
et la limite vers laquelle converge cette somme, pour des valeurs crois- 
santes de n, r@sulte du m&me theoreme dont j’ai d&ja fait usage dans le 
me&moire cite. Je commence par quelques recherches preliminaires sur le 
cocfficient P,. 


$. 1. 


Si l’on designe par y un angle rdel que nous supposons compris 
entre O et 7, et par «& une fraction positive ou negative, le radical 


1 ” [4 ’ . . .. 
; peut Etre developpe : sp - 
VıI-Iacesyrta:) | ut etre developpe suivaut les puissances positives de « 


1 n 
1.) Vi-2ecsyte) PR,+Pao+Po+...+P,a+... 


Le cocfficient P, est, comme l’on sait, une fonction rationnelle et entiere 








de cos y, ayant pour expression 


1.3.5....(2r—1) [e0s"y — n(n—1) 008”? y 
ER 2(2n 2) 
n(n—1)(n—?2)(n — 3) 
+ 2.4(2n—1,(2n —3 
Je ferai observer, en passant, qu’on a aussi 


P=1— (r+1)n, 4 2, HP TI aan 


. DR= 











cos"*y — ete. | . 











er Fre 1?.23 ‘Z 
3)(n-+2)....(n—2 
Eh 2 33 N sin > + etc. 
P,= (1 [[ CHR oo 2 Fe Hu D oz 





GE EI CE LE ı BEER ZU 
une 17.575 cos Tr ete.|, 





*) Vol. IV. de ce journal, pag. 157. 
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Pot (7) tang 3 + (5) tang' & 
oo. ( EBENEN) AIR RM: ete.]. 
Ces expressions tr&s-simples et qui sont faciles ä d&montrer, ne parais- 
sent pas avoir &t& remarquedes. 
Le m&me coefficient peut &tre developpe suivant les cosinus des 
multiples de y*): 


1.3.:..(2n—1) 3. (nd) 1 
a 30 RN TI Os 5,2 eos (r—2)y 
3 


mL ....(2n—5) L 3 
2.4....(2n—4)'2.4 
expression qui a l’avantage de faire voir que la valeur numerique de P, ne 
surpasse jamais l’unite. En effet, les co@fficiens de coszy, cos(n—2) y :+:». 
etant tous positifs, il est Evident que cette valeur numerique correspon- 
dante ü une valeur quelconque de ‘y ne saurait surpasser celle qui a lieu pour 
y=0, et il resulte d’un autre cöt€ de l’&quation (1.), que, dans ce cas 
particulier, P, se reduit a lunite. 
Laplace a fait voir que P, peut ötre exprimd par cette intögrale 
definie **) 














cos(2—4#)y-- etc. 


P, = = / "Tcosy—siny cosYyy—1]'ovY. 

Cest de cette expression de P, que cet illustre g&ometre a conclu la valeur 
approch6de dont il a &t& question plus haut ***), Il y est parvenu au moyen 
de la belle methode dont l’Analyse lui est redevable et qui a pour objet 
d’obtenir les valeurs finales des integrales definies ou il entre sous le signe 
d’integration des exposans qu’on suppose de plus en plus grands. 

l’objet de ce memoire exige que nous mettions P, sous forme d’in- 
tÖgrale definie. L’expression pr&cedente ne se pr@tant pas bien aux cal- 
culs que nous avons a faire, ü cause des quantitds imaginaires qui y entrent 
et qu’on ne saurait chasser sans que l’entier 2 paraisse ü la fois comme 
exposant et comme facteur sous le signe trigonometrique, nous allons 
chercher une autre integrale plus approprice ü la recherche qui nous 
occupe. Pour obtenir cette nouvelle expression de P,, remplacons dans 





*\  Exercices de caleul integral, tome II. pag. 248. 


+) Mecanique eileste. tome V. pag. 32. 
+, Mocanique edleste, tome V. pag. 33. Voyez aussi le supplöment au tome V. pag.2. 
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l’&quation (1.), @ par eV, ) desiguant un angle independant de yet 
compris comme ce dernier entre OÖ et 7. 

Le second membre de cette equation prendra la forme G+- Hy —1, 
en posant pour abreger, 

G = P,+P,csW-+P,coseIVb-+....+ P,cosnvb-+., 

AH —= Psin®+ Rsin?Y+.........+P,sm2y-+.. 
Quant au premier membre, on trouve que sa partie rcelle a une expres- 
sion difförente selon que % est inferieur ou supdrieur Ay, et quil en est 
de möme du coefficient de Y—1. Cette partie reelle etanut dans le pre- 





» 4 Y 
c0sz3Y et d. N ’ h sim : Ei 
me ıv sin z 








aussi G = u G= IT: selon que y<{Yy ou 


ı>y. On trouve pareillement 








we. — sin Z ıy Bi cos Fıy 
V [2 (cos w — cosy)] ” V[2(esy—eosy)] 
selon que Y<y ou %>y. m 


On a d’un autre cöte, par la theorie connue des series de sinus et 

de cosinus, 

9 7 2 7 ” . 

-—_/ Gceosnbob et P,=—/ Hsinnvoy. 

t/o TY/O 
Si l’on partage chacune de ces int@grales en deux autres prises entre les 
Iimites O et y, Y et 7, et qu’on mette ensuite pour G et ZZ leurs valeurs 
donndes plus haut, il viendra 








2 . .. 2 fr _cosnap cos su az 2 -/"£ cos ıy sin zwar 
® —— 
n zJ/o V[2 en y V [2 (eos y—cosy)]’ 
2 r sinnW sin Two 2 = sinn pe cos da IT m 





4. = aJo VIirlosw—cosp] Mi a: (cosy —cosy)]? 

ou il est essentiel de remarquer, que, d’apres ge $höoxie cite, le second 
membre de l’&quation (3.) doit &tre rdduit a moitie lorsque 2=0, et que 
l’&quation (4.) ne s’applique pas a ce cas, P, n’entrant pas dans la serie H. 

Le proc@d@ qui vient de nous conduire a cette double expression 
de P,, n’est pas rigoureux en ce que nous n’avons pas demontr& que les 
series G et H sont convergentes. Cette convergence a ellectivement lieu, 
le cas except@ ok Y==Yy, pour lequel les fonctions de Y que ces series 
reprdsentent, deviennent infinies. Mais comme la consideration de ces 
series exigerait trop de details, nous ne nous y arröterons pas et nous 
allons faire voir, a posteriori, et par un caleul tr&s simple que les intdgrales 


(* 


Crelle’s Journal d. M. Ba. AVYil, Hit. I. 9) 
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pr&cedentes expriment en effet les coefficiens du developpement du radical 
1 
V(i—2ecosy-+a?)° 
Si l’on ddsigne par Q, la premiere des deux integrales contenues dans l’6- 


quation (3.), on aura 








cosn ıW cosSz ab 
d 
0 Er (vos y — cos 7)] v 


et la valeur KREeN de 0, sera evidemment inferieure ä 


2 Fi cos Impo 7) a 
Jo VI? a 


30 +9. +90” +....+ 0,0" PL ur ur 
dans laquelle & designe une fraction positive ou negative, sera done con- 
vergente. Pour en obtenir lasomme, mettons a la place de Q,, O1, O:, ..., 


ce que ces lettres repre ‘sentent. II viendra ainsi 
2 Y CoS; X U „ . r 
= cos) 9 " 
TJ/o VI? (es v- En (2 +4 u + u Cc0S<z VL. ..) 
ou si lon remplace la serie convergente sous le signe par sa valeur con- 
1 1— a? 
nn & 1—2acosw+ a: ? 





La serie 














—r fi ayvow 1 
- TAI? (cos 1p — cos )] 1 —: 2acvosy—a*" 
%Y 


L'introduction d’une nouvelle variable s telle que s sin Z = sin.—, changera 


nr 


l’integrale en celle-ci 











L — a® 2 Os 1 
2 —. ’ 
st o VA—s?) (a)? +4asin®& .s® 
L’integration &tant elfectude par les methodes connues, on trouve 
1 1 +e 2 n 
2" vA—2aecosy-+e?) = 1 ra rat... tr. 


On pourrait obtenir d’une manicre semblable la somme de la serie 

3, +Rae+iet+...+R,0"+...., 
R, designant pour abreger la seconde des integrales (3.). Mais on y par- 
vient plus simplement par la consideration suivante. Le terme general 


y, rt m 7 e 
< cos nı'h sn zw oWw 
D mm n f 2 
R, ad = —üÜ #4 Er u 


4 





V 2 \0osy — cos y)] 
prendra cette autre forme, si l’on remplace % par 7— %, et que l’on ob- 
serve qu’on a cos2(7—Y) = (—1)" cosn,), 
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2 nn ST cosnıbeostrhnäwy 
7 af V|: 





’ (cos —cos (a —Y)]" 
Sous cette forme, il est @vident que ce terme general r&sulte de celui de 
la serie dejü sommde et qui est 


2 ar Y cosn typ cosz wow 


st ‚ vVI2( (cos ap — cosy)] 
en changeant simultanement & en —a et y en r—y. En faisant donc 
ce double changement dans l’expression de la somme de Ia premiere s& 


„4 = 


rie, on trouve pour celle de la seconde 
1 1—« . | 
= 3R, + Ra -+2R,a Ra” 
= Vil—2acsy+a’) ae gi r. Te o.tRo +... 
En ajoutant les deux series, il vient 
1 I 
-— um m P P = 5) P J. ..eeo ® 
vi—2ecısy-e?) Ir ‚@ + Pıa N +P.a + or.r05 
P, designant generalement l’expression (3.), ce quwil s’agissait de faire voir. 
Pour verifier P’&quation (4.), qui n’a pas lieu pour 2=0, considl. 








rons d’abord la serie dont le terme gendral est le produit de @” et di 
la premicre des int@grales qui y entrent. Ce terme gendral est 


al 
x 


r sinnysiuu— dy 








Bee 
ns. Vu ei he 
En atteibuant a 2 toutes les valeurs entieres ä partir de n=1, et faisant 
la somme, il viendra 
sin 50% 


Yu (cos y — c057)] (asiny + u’ sin 2 V- E. 





Ya, 
2 4 sin 2 er sin u 


» VI2loosw—cosy)] 1— 2a cosyw a? 
En remarquant que Von a 

















ce sin sin m 4 (1— e)? cos nd 
ns I En EVER -_ "mn M 
1—2acosy-ta? Pe 2 1—2rcosy-+ ea’ 
ur BR devient 
cos 5-0 r a vos ey { De 
o VL2(cosy — cosy)] 0 UCTERZZ 1—2acusy-ta®' 


2. mettant pour ces deux RR dont la seconde s’est d&ja presentde 
plus haut lorsqu’on a somm& la suite 3Q0,+ 0,44 etc., leurs valeurs, ıl 
viendra 


6 * 
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1 [3 1—ı 
u ; r 2 V(i— 2a c0sy+ «@°)’ 


Si l’on considere en second lieu la serie dont le terme gendral est Egal & 
la seconde des integrales (4.) multipliee par «”, on s’assurera, comme plus 
haut, que cette serie resulte de celle qu’on vient de sommer, en chan- 
geant simultanement & en —u et Yen 7—y. Cette nouvelle serie a 





done pour somme 
1 1 1+« 


u: ; au 2 Vliil—2ecosy+a?)* 
En r@unissant les deux resultats, on obtient cette &quation 


1 EN « wi 
Vz RE a Een 


P, &tant donne par l’&quation (4.), qui se trouve ainsi verifice. 
. 2% 
Apres ces preliminaires, nous allons considerer la serie 


1 " Pr / vr. /Ht / 
5. ZEQa+D/ "Hin PIE, Ep, 


0 








ie signe sommatoire s’dtendant a toutes les valeurs entieres de r depuis 
zero jusqu’ä Pinfini, et la fonction f(#’, 9‘) etant donnde d’une manicre ar- 
bitraire depuis 9 = 0, ®’=0 jusqua W’ =r, PD =?2r. On suppose seu- 
lement que cette fonction ne devient pas infinie entre ces limites. Quant 
a P,, cest le coäffieient de «* dans la valeur developpee du radical 
1 

Vil— 2a (cos O cos U’ sin O sin U’ cos (pP — p)) «?] E 
si Pon suppose cosy — c08® cos$’ + sind sind’ cos(P’—P) daus l’une des 
expressions de P, obtenues dans le $. precedent. 

Pour sommer la suite (3.), nous considererons la somme de sesr +1 
premiers termes, et nous montrerons que cette somme converge vers une 
limite lorsqu’on fait croitre indefiniment le nombre entier 2. Supposons 
Wabord 0=0, cas auquel il sera tr&s facile de ramener ensuite celui d’une 
valeur queleonque de cette variable. Cela &tanf, on aura cos y= cosY’, 
et P, ne contiendra pas la variable P’. Si Fon pose pour abreger 

v2r 
EI I P)ae' = FW) 


et que Von &erive y ü la place de 0‘, la somme du nr +1 premiers ter- 
mes de la serie deviendra 





On obtiendra ce co£@fhicient, 


Ss ı/ SIR+3P+5P,-+.... + (22 +1) P,]F (y)siny dy. 
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—_—. 


La lettre 9° ayant dt@ remplacee par ‘, les expressions de P,, Pı, Pay :- 
seront celles qui r@sultent des &quations (3.) et (4.), sans y rien changer, 
La somme pre&c&dente peut &tre partagee en celles-ci 


T- 3/ "(B+P+P +... +B)Fo)siny In, 
U = er (P+2P,+......+rP,)Fly)sinydy, 
Jo 


que nous examinerons Pune apres lautre. En introduisant dans la pre- 
micre, les expressions de P,, Pı, ++.» P, donnees par l’&quation (3.), et 


’ x . 
ayant egard a la formule connue 








(2 PR ae wm _— 5 
1-+2cosp-+2cos?y-+....+2coosny = ——— 
sin -. 
2 
il viendra 
ab 
’ ö cos - 5 sin (2n +1) 
— — / 9yFly)sin J N —< 
ul, Y (m Y IE )y' sit a 
‘> 
77 
„r sin — sin (‘ 2) 0 7 
H/ V |2(cosy—cos y)] nF 


Quoique les integrations relatives a Y doivent ötre effectudes entre des 
limites dependantes de la variable , a laquelle se rapperte l’autre inte- 
sration, on peut facilement intervertir l’ordre des deux integrations. Il 
sufüt pour cela de faire usage de la formule suivante 


6. Se), 9» y)9y = [ya y)d, 


qwil est tres facile de d&montrer et qui devient tout ü fait @vidente, lors- 
qu’on Venvisage sous un point de vue geometrique. En effet, si lon con= 
goit que x, Y, O(x, y) soient les coordonneces rectangulaires d’un point 


quelconque d’une surface courbe, on voit sur le champ que les integrales 


pröc&dentes representent Tune et l’autre la partie de lespace comprise 


entre cette surface, le plan des x, y et les trois plans perpendiculaires ä 
ce dernier et dont les &quations sont y=0, z=a, et y=x. 

On transformera la premiere partie de 7, en l’assimilant au pre- 
mier membre de l’&galit@ pr&c&dente et en remplagant ce premier membre 
par le second, et l’on op(rera en sens inverse pour la seconde partie de 7‘, 
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On trouve ainsı 





1 "sin(2n-H1) — z 
T’= af. Sin yW%Y —II)6 oY, 


[7 


en posant pour a 
F(y) Sin, sin! db F(y)sinydy 
) 
Y v2 (cos NE 2 r "va (cos y y—cosy)‘ 
Il()) sera une fonction de W quireste finie pour toute valeur de w com- 
prise entre 0 et z. En eflet, si lon designe par #7, abstraction faite du 
signe, la plus grande valeur de F(Yy) depuis y=0 jusqud y=7, il est 
Pi; )sinydy 
u V 12 (eos 605 7) ] 


Il(y) = cos! %) 








eyident que la valeur numerique de lintegrale est 





moindre que 





siny dy q 
M/"; 1 __ = 2M ot. 
vw V [2 (cos W—- cosy)] 2 


ıy 


L’autre integrale est inferieure a 2M sin et parconsdquent II(Y) moin- 


dre que QM. 

La fonetion IlGb) ne devenant pas infinie, on determinera facile- 
ment la limite vers laquelle Z’ converge au moyen d’un thdor&me qui se 
pr&sente dans la theorie des series de sinus et de cosinus. En posant 


Yy=2ß, il viendra 





m 2 2 sin (2 n--1)ß 2 712) 88 


EZ sin r] 
et Yon conclura immediatement de ce th&or&me, (Voyez la note a la fin 
du me@moire) que la limite de Z’ pour des valeurs de z ind@finiment crois- 
! \ 4 ‚nn f ’ x 
santes est @gale a 311(0). En ayant &gard A ce que Il(W) represente, 


on trouve I1(0) = =" 1 { y)cos + dYy. La limite vers laquelle Z' converge, 
0 uf 


est done af" F (rn) cos- Oy® 


$ 3 
Passons maintenant ü la consideration de U. En y mettant pour 
P,, Pa, «+. P, les expressions que fournit P&quation (4.), et intervertis- 
sanft ensuite l’ordre des int@egrations au moyen de la formule (6.), on aura 


7. V = SO) einy+2sin?y+.... + nsinny)ay, 


en posant pour ahreger, 
} 7 N a Y a 
OU) = — sin! l 7) sınyoY +eossy/ er 
“ U . 








V [2 (cosy— cosy)] %(cosy — cosy)]" 
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Les deux integrales que renferme © (\), &tant les m&mes que celles qui 
entrent dans Il(%), on conclut comme pr&c@demment que la fonction © (Y) 
ne devient pas infinie. Mais il faut prouver de plus que O(yY) est une 
fonction continue, e’est-äa-dire, qui change par degres insensibles lorsqu’on 
fait croitre ) d’une maniere semblable, depus Y=0 jusqua Y =. 
Cette propridt@ a lieu quand m&me la fonction F(Yy) qui entre dans la 
composition de © (\), serait discontinue c’est-ä-dire quand m&me la courbe 
dont y est l’absceisse et 7(y) l’ordonnee, serait composde de parties discon- 
tigues. Il est toujours bien entendu que F(Yy) doit rester finie, condition 
qui est evidemment remplie d&s quelle a lieu pour la fonction f(9, ©) 
dont F(Y) derive. La m&me propridt@ appartient aussi ä Il(\/), mais il 
n’ctait pas necessaire d’y avoir dgard dans l’examen que nous avons 
fait de Z, 

Pour prouver la propriete @noncde, il sufit &videmment de faire voir 
que cette propriete convient ü chacune des integrales que renferme © (:b). 
Si l’on suppose que dans la seconde de ces deux intdgrales, Y augmente 
de la quantite positive &, lintegrale augmentera de 








Fuer )sinydy /' („)sinydy 
Jo V [2(cosy— cos(y+&)] VT2 (6087 ’— 605 W)]" 
Cette difference peut ätre mise sous cette forme 











- (| A E 

Jo V|2(eosy— cosw)] V |2(eosy—cos(y-+-®))] gr 

ie w-Le F(y)sinydy 
m V |2 (vos y—cos(y-e))] “ 

Comme le facteur de 7(y) dans la premiere de ces deux integrales, reste 
evidemment toujours positif entre les limites de lintegration, il est Cvident 
que lintdgrale est moindre, abstraction faite du signe, que lintegrale de 
ce facteur pris entre les m&mes limites, multiplice par la plus grande va- 
leur de 7(Yy), que nous designerons par M comme plus haut. 





L’integration &tant eflectuee, on trouve pour la quantitö que la 
valeur numerique de l'integrale ne saurait surpasser 


2Mm [sin 2 — sin n y Vsin z z sin (v +: 5) 


On trouve pareillement que la valeur numerique de la seconde iutegrale 
est iuferieure ä 


2M Ysin 5 sin (4 4 )! s 
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Les expressions pr&c@dentes s’Cvanouissant avec &, il en rösulte que lPaccrois- 


sement de l’integrale 
F(y)sinydy 


o V12(eusY—cosy)]? 
correspondant & une augmentation infiniment petite de la variable W est 
[ui m&öme une quantit@ infiniment petite. Cette integrale sera done une 





fonction continue de %. 

Le m&me raisonnement s’appliquant a l’autre integrale que renferme 
O(%), la continuit® de cette fonction se trouve &tablie. 

il est Evident & la seule inspection de l’expression de cette fonction, 
qu’elle s’evanouıt aux deux limit Y=0 et Y=7, cest-A-dire, que l’on 
a ces deux &quations 

8. IN) = 0, 9) 


Ö () ı) 
Posons pour abreger Br vr O’(Y), et voyonsg quelle est la valeur 
de ®’CL), lorsque % Ka la valeur particuliere 0. Si l’on designe pour 


“ y * (4 
un instant, par r et s les deux integrales contenues dans O('/), on anra 


Oyw)= —rsin + s 008 w 


et en differentiant 


N 4 au - au or a 
O’()) _. 1} r 008 — —3 ssin Bu; sin + 5,00 . 
Pour /=0, on a @videmment 


. 


f "Fr 
r=/ Fıy)co-— 9% s—=(0. 


“ () 


” os A “% 
Pour determiner Ep? dans ce m@me cas, on remarquera qu’ü cause de 


s=0, —— est dvidemment la limite du rapport 
OU 
1 e  F(y)sinydy 
o V [2 (eosy— cose)]? 
la quantit© positive e deeroissant ind&finiment. Ce rapport est compris 





entre les deux quantites 











£ f € sin Y re) Yy siny O7 
o V I2 (cosy — cose)] 0 ve (cosy —- cose)]? 
ou ce qui revient au m&me, entre dass 
sin J & sin Ze 
ST Hi; 


g et h designant les valeurs extr@mes de Z’(y) dans l’intervalle de Tinte- 
eration. Les expressions prec@dentes convergeant vers la limite F(0), on 


# 
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8 . u. . 
aura Een = F(0), pour la valeur particuliere % =0, On trouverait 
d’une manicre semblable, Ia valeur de er correspondante a Y = 0, valeur 


Oy 
dont on n’a toutefois besoin que pour s’assurer quelle ne peut pag Ötre infinie, 
Au moyen des determinations pr&ecedentes, on conclut 


9, © (0) = F(0)—4 /. "Fly)eosiyoy, 
0 
Cela pose, reprenons l’expression de U (7.). La suite 
snY +-2sin?2Y +... .+zsiozny 
‘tant mise sous la forme 
——(d+0osy +cos?2V + ....+cosz/) = —ı 


on aura 


9 sin(2n 1): 


C 
ow" ein zZ ıy 


’ 








> 





- 1 En oo sin(2r+1)3w 
f 4 ——— | u Pr j —— u N. 
d El, ac}. 2 u 


Eu 
sınz 1) 


U 


U d N, , 


que cette operation fait sortir du signe, 








En integrant par parties, on trouve 
1 ne sin (rn t+-1) 
un U. o (w) zu 
ie terme — © (WJ) > Gntlsy 
sin zu 

disparaissant. Cela resulte 1° des deux &quations (8.) d’apres lesquelles 
O('/) s’evanouit aux limites, et 2° de ce que cette fonction © (")) reste 
continue dans toute l’etendue de lintegration, comme nous l’avons fait 
voir plus haut. 

Sous cette forme il est @vident par le theorcme deja cite (Voyez 
la note a la fin du me@moire) que U converge vers la limite ©’(0), ou ce 
qui revient au m&me d’apres l’Equation (8.), vers la limite 

F(0)—3 TA "Fly) eos £y dy. 
0 
li est essentiel de remarquer que ce r£sultat ne cesse pas d’ötre exact, 
quand möäme la fonction ©‘() deviendrait infinie pour certaines valeurs 
particulieres de V. Quoique © (‘Y) conserve toujours une valeur finie, la 
m&me propriete ne convient pas toujours a la fonction derivee ©’(y). U 
serait au contraire facile de s’assurer que ©’(Y) devient necessairement 
infinie pour certaines valeurs particulieres de la variable \, toutes les fois 
que la foncetion F(Yy), dont O(\) depend, est une fonction discontinue, 

Mais, comme on l’a dejü dit, cette circonstance n’empächera pas le 
theoreme de la note, d’ötre applicable, la condition que ce th&or&me exige, 
Crelle’s Journal d. M. Ba. XVIl. Hft.1. 7 
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et qui consiste en ce que lintegrale f "OV)EL=OlY) doit rester finie, 
ötant Evidemment remplie. 

En rdunissant les rösultats qu’on voit d’obtenir, on conclura que 
lasomme S=7-H-U converge vers lalimite F(0) pour des valeurs crois- 
santes de 2. Il suit de la que la serie (5.), lorsqu’on y suppose ® = 0, 
est convergente et a pour somme (0), et comme l’on a pose plus haut 


= Ef, I 90P, 


4 y. [4 1 zr 
cette somme sera donnce par Tintegrale —— / 0, 98 ®“. 
r 0 
$. 4. 


Pour passer plus facilement au cas general, ou l’on attribue dans 
la serie (5.), a 8 et ® des valeurs quelconques, il convient de prdsenter 
sous une forme geometrique le resultat auquel on vient de parvenir. Pour 
cela, concevons une surface spherique d’un rayon egal a lunite. Si par un 
point fixe de cette surface on fait passer un arc de grand cercle, que nous 
consid6rons &galement comme fixe et prolonge d’un seul cötd, la position d’un 
point queleconque de cette surface sera determinde des que l’on connaitra 
l’arc de grand cercle compris entre ce point et le point fixe, et l’angle 
spherique que cet arc forme avec l'arc fixe. Ges deux coordonndes po» 
laires spheriques &tant designdes par 9’ et ®’, on embrassera dvidemment 
la surface entiere, en attribuant a 6° toutes les valeurs comprises entre 
=0 et #'—=r, et ü P toutes celles comprises entre D’ —=0 et DW’ —=2?7, 
et il est &galement Evident que l’element de surface relatif ä ces coordon- 
nes, sera exprim& par sind’ 0C6’80’. Lafonction f(9,®’) etant ainsi don- 
nde pour la surface entiere, on voit que liintegrale 


=), IR0R 


27 
est la moyenne de toutes les valeurs de cette fonction correspondantes 
aux differents points de la circonference d’un petit cercle, decrit de l’ori- 
gine comme centre et avec un rayon spherique &gal a #9“. Si la fonction 
f(9, ©') devient independante de l’anrgle ®’, lorsqu’on y fait =0, on 


Zr K“ 
aura F(0) — [ 0, 0)29' = f(0,€'), et la somme de la serie (5.) 
mg 
coinecidera avec la valeur de la fonction relative ä l’origine des coordon- 


ndes. Mais dans le cas gen@ral ou la supposition de #=0, ne fait pas 
disparaitre D‘, la fonction /(6', ®') aura une infinitE de valeurs diffren- 
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tes A cette origine et sera discontinue dans tous les sens autour de ce point. 
! » fd nd . ’ 1 a0 / 
La somme de la serie @tant toujours exprimee par Im S (0, 9)99', 
0 


sera alors la moyenne de toutes ces valeurs en nombre infini. On peut 
donc dire g@neralement que la scrie (5.), lorsqu’on y pose d=0, a pour 
somme la moyenne de toutes les valeurs de f(6‘,9’) qui ont lieu sur la 
eirconference d’un cerele iniiniment petit et dont le centre est ü l’origine 
des coordonnees, 


Pour passer du cas ou d=0, ü celui ou $ et ® sont quelconques 
mais inferieures ü z et 4 27, on pourrait transporter loorigine au point dont 
les coordonndes spheriques sont $ et ®. Mais on peut se dispenser de ce 
calcul, en examinant attentivement le terme gÖncral dans P’un et dans 
lautre cas. 


Dans les deux cas le terme general est exprimd par une int&grale 
double &tendue ä toute la surface spherique, et dont l’elöment est le pro- 
duit de deux facteurs. La premier facteur f(9',D') sind’ 09'239’ qui ex- 
prime l’Cl&ment de surface multipli& par la valeur de f(%, ®') qui s’y rap- 
porte, est le möme dans les deux cas et il n’y a de difference que pour 
l’autre facteur P,. Dans le premier cas, ce facteur P, est une certaine 
fonction de la distance spherique # de l’El&ment de surface l’origine 
des coordonndes, et dans le second cas, P, est la möme fenction de , 
etant donnee par l’equation 

cosy = c0s$ cos#’ + sin’ sin #’ cos (d’— OD), 
et comme l’on sait par la trigonometrie, que y est la distance des deux 
points ayant pour coordonndes #, ®, et 5‘, ®', il est Evident que les deux cas 
ne se distinguent, qu'’en ce que l’origine des distances qui coincide avec 
celle des coordonndes dans le premier cas, se trouve dans le second au 
point queleonque (9, ®). On voit donc que la serie est de möme na- 
ture dans lun et lautre cas, et comme on a prouv@ la convergence de 
cette serie pour le premier cas, en m&me temps qu’on en a obtenu la 
somme, on peut transporter au cas general le r&sultat trouv@ plus haut. 
On trouve ainsi que la serie (5.) est une serie convergente, et dont la 
somme est exprimee par la moyenne de toutes les valeurs de la fonction 
f#,9'), relatives aux differents points du contour d’un cercle infiniment 


petit dont le centre est au point (5,). Üet Enonc& embrasse tous le cas. 
7 # 








, 
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Lorsque le point (9, ®) n’est pas du nombre de ceux autour des« 
quels la fonction arbitrairement donnde pour toute Petendue de la surface 
sphÖrique, est discontinue, la moyenne prec&dente coincidera avec f(9, ®), 
qui est alors la somme de la serie (5.), ce quiil s’agissait de faire voir. 


Pour £elaireir cet Enonc@ par un exemple tres-simple, concevons 
qu’apres avoir trac® un polygone sphörique quelconque, on suppose la 
fonction arbitraire f(9,®’) egale a Punit& pour tous les points dans l’inte- 
rieur du polygone et egale a zero pour les points exterieurs. Il faudra 
done remplacer dans la serie (5.), f(#, ®') par unit et m’etendre en- 
suite la double integration qu’ä la surface du polygone. Les termes de 
la serie &tant ainsi completement determinds, si Fon substitue dans cette 
serie des valeurs queleonques $ et ®, la valeur correspondante de la serie 
sera l’unitd ou z<ro, selon que le point dont les coordonndes sont 9, ®, 
sera situd en dedans ou en dehors du polygone., Dans le cas intermed- 
diaire oü le point (9, ®) appartiendra au contour du polygone, la moyenne 
de toutes les valeurs de (9, 9’) correspondantes aux differents points du 
contour du cercle infiniment petit sera evidemment 3; valeur qui sera 
done aussi celle de la serie. Mais ce resultat cesse lui m&me d’ötre 
exact, lorsque le point (9, ®) appartient ü la fois ü deux parties differen- 
tes du contour, c’est-ü=dire, lorsque les coordonnees $, ® sont celles d’un 
sommet du polygone, et il resulte de l’&nonc& general qu’alors la somme 
de la serie est Egale a l’angle auquel ce sommet appartient, divise par 
quatre droits. 


6. 


Apres avoir prouv& qu’une fonction f(9,®), arbitrairement donnde 
depuis 9= 0, ©=0 jusqu’a d=7, D=2D, peut ötre exprimde par une 
serie convergente dont le terme general X, est une expression rationelle 
et entiere du degr& , des quantits cos, sindcos®, sindsind, telle que 
l’equation (c:) soit satisfaite, il nous reste a faire voir que la m&me fonc» 
tion n’est susceptible que d’un seul developpement de cette espece, Il 
sufit pour cela de prouver, que, si Y,„ est une expression de m@me na» 
ture que X, et du degr6 2, on a toujours *) 


(d.) J >: Y„sind89 89 = 0, 





—— 


*) Mecaniqne celeste,. Tome II. pag. 81, 
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les integrations s’&tendant depuis d=0, P=0 jusqua d=r, P=?r, et 
les indices 2 et m Etant supposes differents. Si, apres avoir remplacd dans 
lintegrale pr&c@dente, X, par les deux termes qui sont @quivalents ü cette 
S P ’ pP q q 

expression en vertu de l’&quation (e.), on chasse au moyen de lintÖgration 
par parties, les coefficiens differentiels qui sont ainsi introduits sous le 
“ y . . [4 A| „7, . . „ o 
signe, et que l’on ait ensuite egard & l’equation aux difl@rences partielles 
äü laquelle Y,. est supposd satisfaire, il viendra 


ra@+D—mm+11 /] X, Y.sin880 = 0 


resultat qui coincide avec l’Cquation (d.). 

Cela pos6, si la fonction f(9, ©), qu’on suppose completement don- 
nde pour toutes les valeurs de 9 et de ® comprises entre 9=0, P—=0 et 
t=7, dP=?r, Etait susceptible de deux developpements differents, on 
aurait entre ces limites 
Y+Y+Y'b+..+rhtr..= 23, +Z2+2+...+Z,-+...., 
Z, designant une expression de m&me nature que Y,. En posant 
X, =Y,—Z,, X, sera evidemment encore de möme nature, et l’on conclut 

EEE DT 

Cette Egalit© ayant lieu entre les limites indiqudes, si on lintegre 
entre ces m@mes limites apres l’avoir multiplice par X, sind 8999, tous 
les termes, ü l’exception d’un seul, disparaitront en vertu de l’dquation 
(d.), et il viendra 
N] %:5i092929 = 0, 
d’ou il suit qu’on a identiquement X,= 0, ce qu'il s’agissait de prouver. 

Il n’est peut-ötre pas inutile de faire remarquer que la propridte 
importante qu’on vient de rappeler, n’est pas particulicre aux series dont 
les termes generaux satisfont a T’&quation (c.), comme on a paru le croire. 
Elle convient, au contraire, & tout autre forme de d@veloppement propre ä 
exprimer une fonction arbitraire. Les termes d’un pareil developpement 
sont toujours compl&tement determinds, lorsque la fonction est donnde dans 
toute l’&tendue de lintervalle pour lequel elle peut ötre choisie ü volontc, 
C’est ainsi, par exemple, qu’une fonction f(x) donnde depuis z=0 jusqwä 
2 =7, west susceptible que d’un seul developpement de la forme, 

a, sine + a.sin?2x= -+....+ o,sinnx -- etc, 


. 2 -. 
et l’on a necessairement 0, — F sinzx f(x) dx. 


_ 
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Comme P, consider par rapport aux variables 9, ®, est de m&öme 
nature que X,„, on aura en vertu de l’@quation (d.) 


/J P-Y.sin88989 = 0, 
n 6tant toujours suppose different de 2. Soit Y,, ce que Y, devient 
lorsqu’on y remplace 9, ® par 6’, ®‘, l’equation pr&cddente donnera en y 


mettant #/, ®’ ä la place de $, ®, et r@ciproquement, ce qui ne change 
rien au coclficient P,, 


9®: Y„. sin’ 09009’ = 0. 


Cela pos@, si l’on suppose que dans P’equation (a.), la fonction f(9,®) se 
reduise ä Y,,, tous les termes du second membre, ä Vinception de celui 
dont Vindice est 2, s’evanouiront en vertu de l’@quation precedente et 


„ 2 1 7 > . r 27 - er » 
(e.) a el 0% sin’ ri Pr. 2a, 
4 < { a () ” 


Fon obtient 


resultat remarquable et qu’on a souvent oceasion d’employer, 


Addition au memoire pröcedent. 


On a ces deux tli@eoremes: 


. N \ . ’ “ B ne u k . P ” 

„La fonction (2) restant finie depuis = 0 jusqua P=h, (ou 

u u ie , h N“ sink 
V<hZH7r), lintegrale IB) 


“4 “ " } . D 
in a N \l d sın 3 





Oß convergera vers Z7f(0), si 
„„Ia quantit@ positive & devient infinie.” 
„La fonction (2) restant finie depuis B=g jusqua B=h, (ou 


sinkf - 


= . , A rs . 
<e<h<}r), lintgrale /_ f(ß) in °ß s’Evanouira pour A = x." 





Ces deux theoremes dont le premier est celui dont nous avons fait 
usage dans le memoire pr&cedent, se d@montrent d’une maniere tres simple 
lorsqu’on suppose d’abord que la fonction f(£) reste continue et toujours 
croissante ou toujours decroissante entre les limites des integrations *), et 
on passe ensuite au cas g@neral ou cette fonction serait discontinue et 
alternativement croissante et decroissante entre ces limites, en decomposant 
les integrales en d’autres entre les limites desquelles ni lune ni l’autre de ces 





*) Vol. IV. de ce jonrnal pag. 169. 
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circonstances n’a plus lieu et dont les valeurs correspondantes ä k=», 
resulteront par consequent immediatement du premier cas. 


Pour que l’analyse par laquelle nous avons determined la limite de 
lexpression U ($. 3.), soit complete, il est essentiel de remarquer que le 
premier des theor&mes pr&c@dents ne cesse pas d’etre exact quand m&me 
la fonction f(P) deviendrait infinie pour une ou pour plusieurs valeurs de ß 
diffErentes de zero et comprises entre = 0 et f=4, pourvu qualors lin- 


tegrale S, ff (B)2Bß=F(ß) reste finie et continue depuis P= 0 jusqu’a P=4. 


Pour nous en assurer, supposons que f(ß) ne devient infinie que 
pour ß==c, le möme raisonnement s’etendant sans diffhicultö au cas d’un 
plus grand nombre de valeurs. Designuons par € une quantit& positive "que 
nous supposerons invariable tandis que & croit au=-delä de toute limite, 


h 
et d&composons lintegrale J, J(® 
ment pour limites, 

Vet c—e, c—eetc, Detc+te, c+e et A. 


La fonction f(ß) ne devenant pas infinie entre les limites de ha 
premiere et de la quatrieme de ces nouvelles int“grales, ces int@grales 
deviendront respectivement 37 f(0) et 0, pour =, Quant aux deux 
aufres, on remarquera que la quantite arbitraire & peut ätre choisie assez 
petite pour que f(ß) conserve toujours le möme signe depuis B=c—: 
jusqu’ä B=e, et quil en soit de m&me pour V’intervalle compris entre 
B=cetß=c-e, ce dernier signe pouvant d’ailleurs &tre different du 
premier, puisque f(ß) peut changer de signe en passant par V’infini. 


in k 
= Loop en 4 autres, ayant respective- 








(Cela aurait lieu par exemple si l’on avait [(P) = — 3 - 3° tant 





que B<c, e [= arzerr lorsque ß>c. Dans ce cas, F(ß) serait 
vle—Pß)—ye ou y(ß—c)—ye selon que B<c ou ß>c, et remplirait 
par consdquent la condition Enoncee plus haut, les expressions pr&c@den- 
tes &tant des fonctions continues de ß et coincidant pour B= c.) 

Cela pose, il est &evident que la seconde et la troisieme int@grale 
seront, abstraction fait du signe, et quel que soit k, respectivement infe- 


rieures aux quantitcs 
F(c)—F(c— e®) F(c+eE)—F(c) 








sin(c—E) sin c 
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CGomme F(ß) est, par bypothese, une fonction continue de 2, et comme 

differe de zero et de tout autre multiple de 7, (puisquion a c<<!7) on 

voit que les valeurs pr&c@dentes peuvent devenir moindres que toute gran- 
deur donnee, en choisissant e suffsamment petit. 


Mais on a vu d’un aufre cöte, que, quelque petit que l’on suppose 
la quantit@ invariable <, la somme des deux autres integrales convergera 
toujours pour des valeurs croissantes de k, vers la limite 2” f(0), limite 


. .. , h sin kß 
qui sera donc aussi celle de l’integrale fi rem ads ß, pur k=x, ce 


qwil s’agissait de prouver. 
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3. 


Sur l’usage des integrales dcfinies dans la sommation 
des series finies ou infinies. 


Lu & l’Acad@mie des sciences de Berlin le 25. Juin 1835. 


Par Mr, G. Lejeune Dirichlet. 
(Extrait,) 





Parmi ies cons@quences nombreuses et inattendues que Mr. Gaufs a tirdes 
de sa belle theorie des &quations binomes, il y en a une qui prösente une 
singularitC {res remarquable. La lettre p designant un nombre premier 
4m--1, et 9 un nombre premier 4% +3, il resulte de cette theorie que 
les deux expressions 








u Fu 2 4-1, 2% 
ss = 2 008 .„ ee t= 2 sa 
i—0 P i=0 q 


sont donndes par ces deux Equations du second degree ?=p, ?=g. On 
conclut de aäs=+typ, t=+y79, ou il ne s’agit plus que de fixer le 
sigue qui doit etre unique dans l’un et l’autre cas, les sommes pre&ceden- 
tes dtant completement determindes. En attribuant des valeurs particu- 
lieres aux nombres p et9, on trouve toujours que c'est le signe superieur 
qui doit avoir lieu, mais il est tres dificile de prouver la g£neralit@ de ce 
rösultat indiqu@ par Vinduction. Dans ses „,Disquisitiones arithmeticae” 
Mr. Gaufs ne #’etait pas attach® ä lever cette difficult& singuliere, mais il 
y est rerenu dans un me&moire particulier *) que les g&omeötres regardent 
comme une des plus belles productions de ce profond analyste. La md« 
thode dont il y fait usage, consiste ä transformer les sonımes pr&c@dentes, 
ou plutöt les expressions plus gen£rales qui s’en d@duisent, en y rempla- 
gant les nombres premiers p et 9 par un entier quelconque 7, en pro= 
duits de sinus d’ares Equidifferents, produits qui sont tres faciles ü Evaluer 
et qui ne prösentent plus aucune ambiguite de signe. La difhcult@ de se 
rendre bien compte, ä quoi tient le succ&s des considerations delicates par 
lesquelles Villustre auteur opere cette ingenieuse transformation m’ayant fait 
rechercher, si on ne pourrait pas resoudre la m&me question sans y re- 





*) Summatio quarandam serierum singulariom. Comment, recent, soeiet. Gotüng. Tom. I, 
Crelle's Journal d. M. Bd, XVIt. HR. 1. 8 
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courir, je suis parvenu au theoreme suivant qui comprend les sommations 
precedentes, 
„La somme de la serie finie ou infinie 
F(o) = + 0,008 + c, cos?2u + .... 
, ent . . N 
etant connue, on peut toujours exprimer au moyen de la fonction F(«), 
les nouvelles series 


. 2 In - 72 
c,;sin 1°.— + c,sin?”, 
n rn 


Lese, 
ui ont les m&mes co@fhicients que la pr&ce@dente.” 

Je me flatte que cette nouvelle maniere de parvenir aux resultats 
si remarquables de Mr. Gaufs pourra avoir quelque interet, Vhistoire 
de la th@orie des nombres nous montrant par de nombreux exemples, 
que c’est surtout dans cette partie de la science quil y a de Pavan- 
tage ü envisager la m&me question sous des points de vne tres difie- 
rents. La methode de Mr. Gaufs £tait jusqu’ü present le seul moyen 
de vaincre la diffieult@ indiqude et qui consiste dans l’ambiguit@ du signe. 
Gelle que Mr. Libri a donnde, quoique tres ing@nieuse, ne parait pas 
propre ä resoudre cette diffieult® puisqwelle fait dependre les sommes 
cherchdes d’une €quation du second degre. Pour faire disparaitre P’ambi- 
guit@ que cette eirconstance fait naitre *), le savant auteur a recours ä 
l’expression transformee en produit, sans indiquer aucun moyen de par- 
venir ü cette transformee, Mais ce passage de la somme au produit est 
ä lui seul la question tout entiere, puisqu’une fois eflectue, il dispense 
de toute autre analyse, lexpression en produit etant du nombre de 
ceux qu’Euler a determines depuis longtemps par les considerations les 


plus simples. 





$. 1. 
L’analyse dont nous ferons usage, repose sur ces deux theoremes. 
„La constante c remplissant la double condition 0<cZir, et la 
fonction f(®) etant continue depuis = 0 jusqu’a BP= c, Tintegrale 


[ ° sin (24-1) P S(8)2ß convergera vers la limite 37 /(0) pour des valeurs 
’/o 





sin $ 
indefiniment croissantes de l’entier positif 4.” 





*) Voyez le tomeIX de ce Journal, pag. 187. 
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„Les constantes 5 et c £tant telles qu’on at O<b<cZir, et la 
fonction (2) Etant supposde continue depuis = jusqu’äd P=c, lintd- 





sin (Ik--1 
grale YA n nn IL — f(ß)9Pß convergera dans la möme circonstance vers 


la limite zero.” 

Ces theor&mes se d@montrent facilement, comme je Pai fait voir 
dans un pr&c@dent me&moire *), lorsqu’on suppose d’abord la fonction f(£) 
toujours croissante, ou toujours decroissante entre les limites de l’intdgra- 
tion. Pour passer ensuite au cas general ou cette fonction prösente plu- 
sieurs maxima et minima entre ces limites, il suffit de d@composer les 
integrales en d’autres entre les limites desquelles la fonction f(£ 
plus alternativement croissante et decroissaute. 

Au moyen de ces thdor&mes on determine facilement la limite 
vers laquelle couverge lintegrale, 


N RB, 


sin pP 


) n’est 


7) 


a designant une constante positive quelconque, et la fonction f(ß) <tant 
continue depuis %=0 jusqua ß=a. Soit /r le plus grand multiple de 
eontenu dans a, lintegrale pr&cÖdente sera la somme de celles-ci 


er IE Yoyz oß, JS. ne DL ra) F ß, 


sın fe 








La premiere etaut decomposee en 22 autres prises entre les limites 
0 et 37, 37 et 2.37, 2.53% et 3.37, +... (2/—1).37 et 22.47, 
si dans ces nouvelles integrales l’on &erit au lieu de ß, 
P, #—B aH+P, 27 —B, ...., Ia—ß, 


et sil’on transforme ensuite les integrales dont le rang est un nombre 


h n . ’ 
pair, d’apres la formule J. IPB)eRß = — / "y(P)oR, toutes ces integraleg 
s’etendront depuis = 0 jusquaä P =}Yr. En les r&unissant done et 
ayant €egard ä ce que # est un entier, il viendra 


N votre SU Dat Ho, 


0 
expression qui d’apres le premier des th&or&mes pr&c&dents, convergera 


pour des valeurs croissantes de 4 vers cette limite 


EHIOE 22 10. >Eu LOL DE EIEEEn 2.7102. 9)5 


2 Voyez ce Journal tome IV, pag 157 ou Je. „„Repertorium der Physik von Dove und 
Moser,” oü la meme demonstration est simpliide A qnelqnes &gards. 








8 * 
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La seconde intögrale /" "ZEFDR -9)&ß &ridemment nulle lors- 


sin 
. 1 1 
que @==/7, devient göndralement /_ + IE fr +ß) op, eny 
remplagant ß par /r-+-P. Lorsque @—/7z ne surpasse pas #7, il r&sulte 
du premier tb&or&me quelle converge vers la limite $37f(!r); dans le cas 
ou a—/7 est compris entre 37 et 7, on decomposera Sinkbarele pr&cee 
dente en deux aufres prises !’une depuis B=0 jusqu’& ßB=%7, Pautre depuis 
P=%7 jusquä B= a — Ir. La premiere deviendra toujours 37 f(l7) pour 
k = ©, tandis que laseconde qui par le changement deß en #—ß, prend 


ne N. FF ra+Dr—p)2R, 


Hama  Sinß 


alt sin (2% 
sin 














converge vers la limite zero en vertu du second theoreme. 
En r&unissant ce qui pr&cede, on voit que lintegrale 


in (2x1) 
Ei: = nn EIER, 


lorsque Ventier positif &# quelle renferme devient infini, prend toujours 
cette valeur nz 


EFF HSATM +... +7) = 37 f0)+r 2 (sm); 


s=1 


Ir desiguant le plus grand multiple de z contenu dans «, Iln’y a d’ex- 
ception que lorsque @ est un multiple exact de, le dernier terme zf(!r) 
devant, dans ce cas, ötre r&eduit ä la moitid de ga valeur. 
$. 2. 
Considerons les deux integrales 


[. vos(@) du sie‘, Fi sin(a’)da = 5 *), 


*) ]I n'est pent-Ätre pas inutile de pr@venir une difäculis que Y’emploi de ces deux in- 
tögrales pourrait faire naitre, Quelques auteurs ont Enonce qu’une integrale prise entre des 
limites infinies devient necessairement indeterminee, lorsque la fonetion sous le sigue ne s’eva- 
nouit pas A ces deux limites. Les integrales que nous considerons ne satisfont pas A cette 
condition et sont neanmoins completement determindes , comme on le voit sur le champ en les 


’® cos ß> ” sin $ 
ınettant sous cette autre forme C —_o9 Il resulte de IA que les iutögra- 
N v3? 9 p, N v? ß. q 





Ies feosa* da, Jsina: da, prises depuis e=—p jusqu’a @==p, convergent Tune et 


V’autre vers une limite fixe, lorsque la gaantit@ positive p croit indefiniment, soit que celte aug- 
mentation se fasse d’une maniere contiaue, soit quelle ait lieu, comme dans ce qui va snivre, 


par sauts et suivant une loi quelcongue. Il n’en serait pas de meme pour Fintegrale Je. da, 


qu’on suppose guelguefois Egale A zero, et qui est essentiellement indsterminde, du moins tant 
qn’on la eonsidere en elle meme, 
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Quoiqu’on sache qu’on aae=y(zZ7), b=y(7), nous n’avons pas 
besoin de supposer connues les valeurs de ces deux constantes qui se prö- 
sentent d’elles mömes dans l’analyse que nous allons d@velopper. Si Von 
pose dans la premiere integrale «= P--g, P designant une nourelle va- 
riable et g &tant une constante reelle quelconque, il viendra 


$% cs(d+F”eR= [eos B+gN)eos2gß.0ß 
— [sin (® + g°)sin25ß.08 = 0. 
La seconde integrale &tant evidemment nulle, cette &quation prendra 
la forme 
c08 (5 f cos (Br) cos?gß.2ß—sin DS, sin (3°) cos22ß8.0ß = «. 


On trouvre d’une maniere toute semblable 


2) n 
sin (5°) / cos(2?)cos?gß.9oß-+ cos(g”) / sin (3)cos2gß.oß = >. 
—D — X 
Eı @liminant successivement chacune de ces deux integrales, on aura ces 
Equations connues: 


v cos (A’)cos2gß.2ß = acos(g?) + bsin(2?), 
f sin (2?) cos?zß.2ß = beos(g?)— asin (2°). 


. r2 .ı/27% 
Si Don pose = iayz- ‚gi V —, @ @tant une nouvelle va- 


riable, et 2 et 2 designant des constantes positives que l’on considerera 
comme des entiers dans ce qui va suivre, il viendra 


‚2 


co8 coszuadca =? .(@ co8 —+Ösin . 
L or n n n 


N d 


” & Sms . 2r Yirr . 2iırı 
/ sin [-— )cos7u.9& = IV. (cos — zsın 3 


n 




















Cela pose, soit 

1. Fi)=otrec00osa+c,cos2&%-+ .... = %c0;,008/4 
une serie de cosinus finie ou infinie. On suppose seulement que lorsque 
la sörie se prolonge ä linfini, elle est convergente et exprime une fonction 
continue de «. Les dquations pr&cddentes &tant multiplices par c;, si Von 
somme ensuite entre les mömes limites que dans l’equation (1.), on aura 


S or@ea = ayZ(eG-+bH), 





ör 
m u en —. Ist ne 
VA sin. F'(a) du = 2 yE 66 aH), 


2. 


0 
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ou l’on a fait pour abreger 
92 a 
3.  2c;,cos 


Pour obtenir les intÖgrales pr&cedentes, on les supposera d’abord prises depuis 
u — — (44+1)7, jusqu’ü a=(4%-+1)7, k designant un nombre entier positif 
queleonque que Von considerera ensuite comme infini. Chacune de ces deux 
intÖgrales Etant d&composee en 4%--1 nouvelles int&grales dont les limites 
resultent des expressions (24—1)z et (2% --1)7, en attribuant & A toutes 
les valeurs entieres depuis A =—2%k jusqu’a A= 24, sil’on pose ensuite 
B=N2hr--Yy dans chacune de ces nouvelles integrales, et que l’on ob- 
serve qu’on a d go l’equation (1.), ZRizr+y)=[f(y) il viendra 


Sr WE tn, [Orr Erin; y+2ia) 


les sommations s’&tendant depuis A = — 2% jusqu’a =2#. Eu rdunissant 
les termes de la premiere somme qui correspondent a des valeurs oppo- 
sces de /, cette somme FR cette autre forme: 


7 ei 2 k 
cos — 


2 
ae (cos; IS — zn ii a m Ihm) + 005 -(y—2hm)) 


ww hz! 


u 
=G, > c;sin —— — 





ny 


ge 2: 


_ 


n7? ı. e— wo: hny 
=c087—- +2 2 008, (fr .h’ 7‘) cos = 


Sr 
A=]1 


m , RR 

Le facteur c08 z— (Y +4h 7) = an - + nh"z 7) n’a evidemment que 
mr ny°® ny? nz 

deux valeurs diflerentes, et ce facteur est cos | — ) ou cos(— + 7) 
O,T Ort 

selon que A est pair ou impair, puisque 2°, dans le premier cas, a la forme 
4 et, dans le second, celle-ci 4#—+1. Il viendra dono en r&unissant 

(4 14 ® x . . 

separement les Meran pour lesquels h est pair et ceux ou h est ımpair, 


cos -(1+2 coor yt+-2cosI2ry4...F+2cosiry) 
ou a Pirna ny-+2cos3(Zay)+:.... + 2cos(?F—1) (ZrYy)]. 


En substituant pour ces deux series les expressions connues 
sio(2A +1)iny sin(+ik-+-1) iny sin (2-1) any. 


. I e 
siusn} ‚ sin in} sinin} 























il viendra 
ein(4A+1)iny (: \ a sin (2k+1) #ny [ ny°® (i 2) 
— coslirr + zz + nr c08 5 — 008 nat 5, 


a 
suuzr) 


La somme que la seconde integrale renferme, est pareillement, 














63 


3. Dirichlet, sommation des series par les intÖgrales definies. 








s] Z 2 I 2 2 
run sin (; na + 27) + sin RR [sin u — sin (27 + y. 
Ces expressions ayant la möme valeur pour y et pour —'Yy, et la m&me 

circonstance ayant lieu pour F(y) en vertu de l’equation (1.), il est 

permis de n’etendre les integrations que depuis Y=O jusqua y=r, et 

de doubler les r&sultats. On trouve ainsi ces deux expressions 


fe Dar7 cos (ina +3) Fr) 2Y 


in X 
sın3ny 








siuiny on 
2f” ÖETIER zn (z nm+? FMaY 


sin I iny 


+2/" ERETEN Ti  _sin(inn-t \|r@)on. 


any u zT 
Si Don pose gry=ß dans la premiere et dans la troisieme integrale, et 
iny= dans la seconde et la quatricme, ces expressions prennent la forme 


+2/, sin (2k-4-1) Iny | 0s22° —o0s (2 nat 5 \|ry)2v, 











n TTc 


8 AREDR os (3 nm +2) 7 (22) 0ß 


” " sin ö 


ef? LET, 08 -— . — 005 (in +5 —)]r(22)oR, 


sin a ans 














af“ EIRIEIER io (42a +) F(#) op 


Re IE TIER —_ —sin(32# + )]r (2?) 2. 





Les limites de ces expressions correspondantes & k=x, resul- 


tent immediatement du th&eor&me Enonce ä la fin du premier $.; en sub- 
stituant ces valeurs dans les Equations (2.), et multipliant par 35,» 


il viendra 


64H Yan. (IH) FO) +4 Vz zen (+) 
+2 yzn. = [cos E00 (+ =] F(=*), 
GH VE un 2 ray. Zune + Erlen) 























+? Vi. >> [rin 2 nn ti ve + >.)| r(=*) ‚ 
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Dans chacune de ces deux dquations la premiere somme s’&tend depuis 
s—1, jusqu’au plus grand entier eontenu dans 4, la seconde depuis s= 1, 
jasqu’au plus grand entier contenu dans 37, le dernier terme de la se- 
conde somme devant &tre röduit a moitie lorsque 37 est un nombre en- 
tier, et la m@me chose ayant lieu pour la premiere lorsque $r est aussi 


un entier. 
Pour deduire de ces &quations les sommations dont il a dt& question 
dans le pr&ambule de ce m&moire, supposons la serie (1.) composde de 
nr termes et tous ses cocfhciens egaux ä Vunitd. On aura alors 
Du 1 
F(o)—=1 +0085@-+00824 +... pcosr—1)a=>+ 


. n„f2t:7 ’ 
et la fonction F (7) sera evidemment nulle, lorsque £ est un nombre 


sin (n„—3$)@ 
2sin!« 





entier non-divisible par 2. Il r@sulte de lä, en ayant &gard aux limites 
des sommations pr&cödentes, que tous leurs termes disparaissent, et comme 
on a aussi 7(O) =, il viendra simplement 
eG+bH=y(ärr)(l-Fesinm),, bBG—-eaH=y(inz)sininz. 
Pour determiner les deux quantitös @ et 5, ind@pendantes de z, il sufüra 
de donner ü 2 une valeur particulicre. Posant par exemple n—=1, on 
auvra G=1, H=0, et les &quations precedentes deviendront a—=y!r, 


7 


b=y%r. On a dono generalement, quel que soit n, 
G+H=(l-+eoszina)yn, G—H=sininm.yn, 
et par conscquent 
—=4(1l+-eosir7m+sinzina)ya, H=3(i+c00s3nz —siuinz)yn. 
En attribuant successivement ü , ces 4 formes 4 u, 4a +1, 4u +2, 4u+3, 
et remettant pour @ et ZI les series que ces lettres repr&sentent d’apres 
les Cquations (3.), om aura 


9i? Q,25, 


- . - . a 1 A 
208 — =yn Zin—— =yn, n=4y, 




















2i’n ._ Zi 
Zc8—— =yn Zin—=(, n—=4u-+1, 
z2i® . ir 
= c08 =(, sin ==.(), nz=4u 2, 
Qi . 2ier | 
Z c08 am 0), sin = yn, n=4uH+3, 





2 n 


les sommations s’etendant depuis 2= 0 jusqua /z=n—1, 
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$. 3 
Je ne terminerai pas cet extrait, sans avoir rappel@ les considera- 
tions extrömement simples par lesquelles Mr. Gaufs dans le M&moire dejä 
cite, a deduit des expressions pr&cedentes, la loi de reeiprocit qui existe 
entre deux nombres premiers impairs quelconques, 
Le nombre premier impair p &tant consider& comme diviseur, le 
reste provenant d’un carre quelconque non-divisible par p, sera dvidem- 


e > MR, 2 —1\2 
ment compris parmi ceux que donne BE 2 Dane (-) : 
et l’ou prouve facilement que ces restes que je designerai par 


I. Qı5> Q)5 0,3 0,009 Q,—13 
2 


pris dans un ordre quelconque, sont tous differents entre eux. Soient 


encore IT. b,; Be; .„.......Og Das 


u — 


2 
ceux des nombres 1, 2, 3, ...., 2—1, que la serie (1.) ne renferme pas. 
Cela pose, lenombre quelconque 9 non-divisible par p, est dit residu ou non- 
residu quadratique par rapport au diviseur >, selon que le reste de g appartient 
a la serie (I.) ou ä la serie (Il.), et l’on s’assure facilement que les restes 





3 
de 17.9, 2.9, ug, s00n (? = -) 9, abstraction faite de l’ordre, coincident 


avec (I.) ou (II.), selon que le premier ou le second de ces deux cas a lieu *), 
i sep—1l » 27 /_ . 
Considerons la somme 3 e ?_ , dans laquelle e designe ä 
2:0 
l’ordinaire la base des logarithmes neperiens., Comme p est impair, il r&sulte 
des expressions du $. pr&c&dent que cette somme est Yp ou Yp.V—1 


selon que p a la forme 44-+-1 ou -celle-ei 44-3. Cette double valeur 


p—-!\? 
etant donnee par la formule unique Yp(yY IR? 7) , on aura 
s=epy—1 s? 2 


ey) 
s==0 
Si l’on met ä part le premier terme et que l’on r&unisse deux ü deux les 
termes correspondants a s et ä p—s, en ayant egard ü l’equation Evi« 


v1 >) PN’ v1 


dente e ‚ il viendra 


1 
ah m, 


142 2 ey), 


s= 





*) Disquisitiones arithmeticae, Sect, IV, 
Crelle's Journal d. M. DA. XYI. Hft. 1. 9 
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ou ce qui revient au m&me, en rejetant les multiples de 27y—1 dans 








l’exposant, 
= 09 
a —y— p=1\? 
1422. 
sz= 
On a pareillement | 
s=r—1l SIE 1.8 = e) SEE Jah 
P=38e'® ie, 2 
s—0 s—1 


et comme les restes de la serie 1.9, 9.9, 3.9, .... (e).. 9, coincident 


avec (I.) ou (Il.), selon que 9 est ou n’est pas residu quadratique par 
rapport ü >, on a respectivement dans ces deux cas, en negligeant tou- 
jours les multiples de 2ry’—1 dans l’exposaut, 


I 7 set 
a. v1 ’ ey 
=1+2 2 6 T ou P=1-+2 2 e'?’ s 
s—i s—1 
expressions dont la seconde en vertu de l’@quation &vidente, 
pl rl 
s=!7—-  .ın s=7- , 2n =y1 „m 
0.7 Ads 1 ? D.— — <——p— 2, — inf 
ze + Z e’P v m u. 0 ? v = —1, 
s—1 s—1 s—1 
mt , 
) 9 a u. y + , ‚“ 
se change n P=—1—2 3 e‘r" „ Si done l’on designe par Ö 
st 


P’unit@ prise positivement ou negativement selon que 9 est ou n’est pas residu 
quadratique par rapport a ?, on aura Auer qui comprend les deux cas: 


BE es. 
s=p—i „2,217, Rn Rune 


I 9(1+2 = er 7/7 I) = Ya). 


s==0 si 
Si l’on suppose que y est aussi un nombre premier impair, on aura par 
une simple permutation 


t=g—1 3 277 


er ?, 


t=0 
e=-+1 ou =—1, selon que p est ou n’est pas r&sidu quadratique 
de g. En multipliant les &quations pr&ecdentes entre elles, il viendra 
t=y—1l s=p—1 (23 pr) TI 25 r g—ı1\? 
are, 
= 0) 2 
ou ce qui est la möme chose, en ajoutant 4stzy—1 ä P’exposant, 


=g—l s=r— us - p—1\? g—I\? 
era, 








O0 s—O 


t 
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Il est facile de voir qu'entre les limites de la double integration, 9s+pt 
ne saurait donner deux fois le möme reste par rapport au diviseur p7, 
car si les restes provenants de 9s+ pt et de 9s’+ pi’, dtaient dgaux, 
9(s—s‘) + p(£—t‘) serait divisible par p9, ce twi exige, s, s’ dtant 
compris entre O et p—1, et £, !' entre O et 9—1, quon ait ä la fois 
s=s',t=t'. Üesrestes seront donc 0, 1, ?,...., 79—1, etl’on pourra les 
mettre ä la place de la serie de valeurs fournies par lexpression gs-tpt, 
ce changement consistant Evidemment ü negliger des multiples de Zr y—1 
dans l’exposant. On aura ainsi 


sp 2. 27 


ER | p—1\? * 
ea, 
ou en remplacant le premier membre par sa valeur qui r&sulte des ex= 


pressions du $. pr&@cddent, 


a pi gl 
-- 
ver ra, 
et par consequent 
FI-A-, 
de=(V—N!’ 
et comme l’exposant est &quivalent ü l’expression 
1)(g +1) 
KG —D+ PN PEN _ 1), 
dont le second terme peut £tre negligeE comme R divisible par 4, il 
viendra 





-1 ‚= 





be = (1)? 
Cette &quation renferme la loi de reciprocite, car il en rdsulte qu’on ä 
0=e, lorsque p et 9 sont Pun et l’autre de la forme #-F1, ou l’un de 
la forme 441, Pautre de la forme 44+3, et qu'au contraire on a 
= —.e, lorsque p et g ont l’un et l’autre la forme 411. +-3. 
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4. 
Zur Theorie der Variations-Rechnung und der 


Differential- Gleichungen. 
(Von Herrn Prof. C. G. J. Jacobi zu Königsberg in Pr.) 


(Auszug eines Schreibens desselben vom 29. November 1836 an den Herrn Professor Enke, Secretair 
der mathematischen Classe der Akademie der Wissenschaften zu Berlin.) 





Eis ist mir gelungen, eine grofse und wesentliche Lücke in der Varia- 
tionsrechnung auszufüllen. Bei den Problemen des Grölsten und Klein- 
sten nämlich, welche von der Variationsrechnung abhängen, kannte man 
keine allgemeine Regel, woran zu erkennen wäre, ob eine Lösung wirklich 
ein Gröfstes oder Kleinstes giebt, oder keins von beiden. Man hatte zwar 
erkannt, dafs die Kriterien hiefür davon abhängen, ob gewisse Systeme 
Differentialgleichungen Integrale haben, die während des ganzen Intervalls, 
über den das Integral, welches ein Maximum oder Minimum werden soll, 


erstreckt wird, endlich bleiben. Aber man konnte diese Integrale selbst 


nicht finden, und auf keine Weise sonst, ohne sie zu kennen, den Umstand, 
ob sie innerhalb der gegebenen Grenzen endlich bleiben oder nicht, erör- 
tern, Ich habe aber bemerkt, dafs diese Integrale immer von selber ge- 
geben sind, wenn man die Differentialgleichungen des Problems integrirt 


hat, d. h. die Differentialgleichungen, die erfüllt werden müssen, da- 
mit die erste Variation verschwindet. Hat man durch Integration dieser 
Dilferentialgleichungen die Ausdrücke der gesuchten Functionen erhalten, 
welche eine Anzahl willkührlicher Constanten enthalten werden, so geben 
ihre nach diesen willkührlichen Constanten genommenen partiellen Diffe- 
rentialguotienten die Integrale der neuen Differentialgleichungen, welche 
man zur Bestimmung der Kriterien der Grölsten und Kleinsten zu inte- 


griren hat. 
Es sei, um den einfachsten Fall zu betrachten, das vorgelegte In- 


tegral V. f (x, y; =) 0x; y wird durch die Differentialgleichung 


of 
SF SL. bestimmt, wo y’ für a7 vesetzt ist. Der Ausdruck von 
OYy 0x u Y 0x o 2. Y 
wie er durch die Integration dieser Gleichung gegeben wird, enthält zwei 
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willkührliche Constanten, die ich @ und 5 nennen will. Die zweite Varia» 


. 2 oOw . 
tion wird, wenn w=ö6y, ne. ist, 


SE Fww-E2; Ban ww +5 hww‘)dr 


sein, wo für das Maximum oder Minimum nöthig ist, dals Ei immer dasselbe 





Zeichen behält. Aber um die vollständigen Kriterien des Maximums oder 
Minimums zu haben, muls man noch den vollständigen Ausdruck einer 


Function v kennen, welche der Differentialgleichung 


of [of en 
or” (5; 17 =) (—'; 7r o) 
Genüge leistet; wie man dies in Lagrange's Functionentheorie, oder in 


Dirksen’s Variatiönsrechnung sehen kann. (Die Variationsrechnung von 
Ohm ist in dieser Theorie nicht genau.) Diesen vollständigen Ausdruck für 


y 3 
v finde ich nun wie folgt. Es sei uv=« 7 4+p%, ; , vo 57,07 » die par- 


tiellen Differentialquotienten von y bedeuten, nach den willkührlichen Con- 
stanten a, b genommen, die in y vorkommen, und «,ß neue willkührliche 








Constanten sind, so wird au ae 
uU 
Me (77 er, 52) 
der verlangte Ausdruck von v, welcher eine willkührliche Constante 





£ enthält. 
Schwieriger ist der Fall, 
tiale höherer Ordnung als die erste vorkommen. Es sei SI (x,y,y',y')ox 


oy 


zu einem Maximum oder Minimum zu machen, wo wieder y’ = —, 
UxXxX 


wo unter dem Integralzeichen Di/leren- 


= m -, so wird y das Integral der Differentialgleichung 
a 
Ö oy D 
> r + 0, Ey u 0, 
welches 4 willkührliche könn 2, Qı, Q,, Q, enthalten wird. 
wieder öoy=w, 0y =w, öy'=w", so wird die zweite Variation: 


0? f 





y'=; 


Wenn 





22 > 
ler ER ww} 25,5, a w+23 are aeg, hr w us! 
+ PB Pay w') dx. 


oy' yö 
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Pi - N “ ö? [} . 
Für das Maximum oder Minimum mufs Ir ımmer dasselbe Zeichen ha- 


ben. Um aber die vollständigen Kriterien zu haben, muls’ man folgendes 


System von Differentialgleichungen integriren, wie man aus Lagrange's 
Theorie der Functionen ersehen kann; 


(4 AT +52 +20) a tv +e)'; 








oy? ! da/\oy” Oyoy! dx 
Kara eK er) — Dr ) 
oy'* \oy* ! 80/ 7 \dyoy” +2); 

o?f [10?f Ov ) 82; 2 
. a(: >=r2 = +2,) = (tv). 
oy 0% x oy'oy 


Durch diese 3 Differentialgleichungen erster Ordnung, welche einen ziemlich 
abschreckenden Anblick bieten, sind die drei Functionen v, v, und v, zu be- 
stimmen, deren vollständiger Ausdruck 3 willkührliche Constanten enthalten 
mufs, Ich habe ihre allgemeinen Integrale, wie folgt, gefunden. Es sei 


r 1) 


ar 452424022, yoßX+p,27 +9,87 19,37 
u w: "da, da,’ Tun 18a, !"da, ’da,’ 


ca CAr 





oder es seien z, u, lineäre Ausdrücke der partiellen Difierentialquotienten 
von y nach den willkührlichen Constanten, die es enthält, genommen, 
Die 8 Constanten a, &,, %, &, P, Pı> Pr, Ps sind nicht ganz willkührlich 
zu nehmen, sondern es muls zwischen den 6 aus ihnen zusammengesetz- 
ten Größen aß, — aß; ad. —Pß, e«B;—a,ß, u; —P20; 5 0; Bı — du, ß55 
a —a,Pßı eine gewisse Bedingung Statt finden, in deren nähere Erörte- 
rung ich hier nicht eingehen will. Hiernach werden die allgemeinen Aus« 
drücke für v, v,, v,, die ich gefunden habe, folgende: 









































O?u, o°’u 
02 f af Yan: Yıyza 
ET EEE, 0 le 
oz dx 
du Ö?u, Ou, ©?u 
2. o:f of da’da® dr’ ex 
vo, — ons ce) Tt3 yur! Fur ou uw 
u Hr 
(u u, 5) (ES du; 2 
cv, 0? f 0:f Hy un) dx’ 02: 8x =) 
ee ie ( dir Im: 
u pr — 1,5%) 
0» 0x 


Da zwischen den 6 Größen aß, —a,3 u. s. w. eine identische 
Gleichung Statt findet, aulserdem zwischen denselben noch eine Bedingung 
gegeben ist, und in den Ausdrücken von v, v,, v, nur ihre Verhältnisse 
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vorkommen, so vertreten sie die Stelle von 3 willkührlichen Constanten, 
wie verlangt wurde. 

Die allgemeine Theorie, wenn unter dem Integralzeichen die Dif- 
ferentiale von y bis auf irgend eine Ordnung vorkommen, wird ohne 
Schwierigkeit aus einer merkwürdigen Eigenschaft einer besondern Classe 
lineärer Differentialgleichungen abgeleitet. Diese lineären Differentialglei- 


chungen der 22ten Ordnung haben die Form 


rer + er, 
woy”= ey und 4, A, etc. gegebene Functionen von x sind. Wenn y 
irgend ein Integral der Gleichung Y= 0 ist, und man setzt u=ty, so 
wird der Ausdruck, in welchem u” -n N 


OuA,u’ | 0°.A,u 0". An u) una 
Y (42 + 0x Ox* or 0x" ) =yD, 


integrabel, d.h. man kann sein Integral angeben ohne # zu kennen, und 


dieses Integral hat wieder die Form von Y, nur dals z um 1 kleiner ge- 


worden; man hat nämlich: 
d. B, tv o:, BB," or, B,—_ıt® 


[rV?r=Be + + 0x? t+...+r dam h) 


wo t” = und die Functionen B sich aus z und den Functionen A 


a” 






































und deren Diilerentialen allgemein angeben lassen. Der Beweis dieses 
Satzes ist nicht ohne Schwierigkeit. Ich habe die allgemeinen Ausdrücke 
der Functionen D gefunden; doch genügt es für die vorgesetzte Anwen« 
dung, nur überhaupt zu beweisen, dafs F yUdx die angegebene Form 
habe, ohne dals es nöthig ist, die Functionen D selber zu kennen. 

Die Metaphysik der gefundenen Resultate, um mich eines französi- 
schen Ausdruckes zu bedienen, beruht ungefähr auf folgenden Betrachtun« 
gen. Man kann bekanntlich der ersten Variation die Form [ Vöydx 
geben, wo /=0 die zu integrirende Gleichung ist. Die zweite Varia« 
tion erhält hiernach die Form S: oYdydx. Soll die zweite Variation dag 
Zeichen nicht ändern, so muls dieselbe nicht verschwinden können, oder 
die Gleichung 67 = 0, welche in dy lineär ist, darf kein Integral d'y haben, 
welches die Bedivgungen, denen nach der Natur des Problems dy unter- 
worfen ist, erfüllt. Mau sieht hieraus, dals die Gleichung 67 —=0 bei 
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dieser Untersuchung eine bedeutende Rolle spielt, und gewahrt in der That 
bald ihren Zusammenhang mit den für die Kriterien des Max. oder Min. 
zu integrirenden Differentialgleichungen. Aufserdem sieht man sogleich, 
dafs ein Werth von öy, welcher die Differentialgleichung 67 = 0 erfüllt, 
jeder partielle Differentialquotient vou-y ist, nach einer der willkürlichen 
Constanten genommen, die y als Integral der Gleichung 7 =0 enthält. 
Man erhält daher den allgemeinen Ausdruck des Integrals öy der-Diffe- 
rentialgleichung 07 = 0, wenn man aus allen diesen partiellen Differen- 
tialquotienten von y einen lineären Ausdruck bildet. Die Gleichung 07 = 0, 
deren sümmtliche Integrale man auf diese Weise kennt, läfst sich aber, 
wie man zeigen kann, auf die Form der obigen Gleichung Y=0 bringen, 
wrenn man in dieser öy für y schreibt, und vermittelst der angegebenen 
Eigenschaften dieser Art Gleichungen gelingt es, die zweite Variation 
/ 78 ydzx durch fortgesetzte partielle Integration in einen andern Aus- 
druck zu transformiren, der unter dem Integralzeichen ein vollständiges 
Quadrat enthält, welches eben die Transformation der zweiten Variation 
ist, die man hiebei zu erreichen strebt. Wenn z. B. das obige Integral 
Fi f(x, y,y',y')@x vorgelegt ist, und man die für diesen Fall angegebene 
Bedeutung von u und u, beibehält, so erhält 07 die Form 


IV = Ady + a „öy" 


und es wird 97 =0 für dy=u. Setzt man öy=uö’y, so erhält man 
nach dem obigen allgemeinen Satze: 


SP iydr= ulVöydr=— 
(Bay + y—/(B +) Hyd 
Setzt man nun das letzte Integral e; Y,ö'y'öx, so wird die Gleichung 








> 








. 2. u uu—u,u 
Y,=0 erfüllt, wenn man !'y=-, also 0 y'= ——— setzt. Man 
‚_uw—uu og, 

Bu u? .d'y 








kann daher dieselbe Methode fortsetzen, indem man ö’y 


setzt, wodurch nach demselben Satze 


Jr: Vy'dz =/V, ( ut) $"'y dx = Ci y'. My SC") dx, 





welches die letzte Transformation ist, in welcher die willkührliche Varia- 
tion nur in einem Quadrat unter dem Integralzeichen vorkommt. Man 
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sieht übrigens leicht, das BJ, = ,y’A,, C = (#574) 2, und daher 
. ı 2 ® 
Can (Hu#) 4,, 


u 





s oO? * ” “ 
Es ist ferner = so dals C immer dasselbe Zeichen wie 

pP 
Ir hat, welches für das Minimum immer positiv, für das Maximum im- 


mer negativ sein muls. Man muls bekanntlich nun noch untersuchen, ob 
0’ y‘ zwischen den Grenzen der Integration nicht unendlich werden kann, 
wozu man durch die Kenntnils der Functionen v, u, in den Stand gesetzt 
ist, welche man kennt, so wie y gegeben ist oder das vollständige Inte- 
gral der Gleichung /=0. 

Wenn die im Vorstehenden angedeutete Analysis ziemlich tiefe Spe- 
culationen der Integralrechnung erfordert, so werden doch die daraus ab- 
geleiteten Kriterien, ob eine Lösung überhaupt ein Maximum oder ein 
Minimum giebt, sehr einfach, Ich will den Fall betrachten, wo, wenn 
unter dem Integralzeichen y mit seinen Differentialen bis zum zten vor- 
kommt die Grenzwerthe von y, y’,.... y", so wie die Grenzen selber 
gegeben sind. Setzt man in die 2 Integralgleichungen, mit ihren 2 will- 
kührlichen Constanten, diese Grenzwerthe, so werden die willkührlichen 
Constanten bestimmt; aber weil hiezu die Auflösung von Gleichungen nö- 
thig ist, giebt es in der Regel mehrere Arten dieser Bestimmung, so dals 
man mehrere Curven erhält, welche denselben Grenzbedingungen, und 
derselben Differentialgleichung Genüge leisten. Hat man eine von diesen 
gewählt, so betrachte man den einen Grenzpunct als fest, und gehe von 
ihm zu den folgenden Puncten auf der Curve über, Nimmt man einen 
dieser folgenden Puncte zum andern Grenzpuncte, so wird es, nach denı 
eben Gesagten, sich ereignen können, dafs man durch ihn und den ersten 
noch andere Curven legen kann, für welche in diesen beiden Grenzen 
Y' Y'y.... y”® dieselben Werthe haben, und welche der vorgelegten Dif- 
ferentialgleichung genügen. Sobald man nun, indem man auf der Curve 
fortschreitet, zu einem Punct derselben gelangt, für welchen eine jener 
andern Curven mit ihr zusammenfällt, oder, wie man sich auch ausdrük- 
ken kann, ihr unendlich nahe kommt: so ist dieses die Grenze, bis zu 
welcher, oder über welche hinaus, man die Integration nicht ausdehnen 
darf, wenn ein Maximum oder Minimum Statt finden soll; wenn man 
aber das Integral nicht bis zu diesen Grenzen ausdehnt, so wird ein Maxi- 
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2 
mum oder Minimum immer Statt finden, vorausgesetzt, dafs or zwischen 
den Grenzen immer dasselbe Zeichen hat. 


Ich will, um dies an einem Beispiele deutlich zu machen, das Prin- 
cip der kleinsten Wirkung bei der elliptischen Bewegung eines Planeten 
betrachten. 


Das in dem Princip der kleinsten Wirkung betrachtete Integral 
kann nie ein Maximum werden, wie Lagrunge geglaubt hat: es wird aber 
auch keinesweges immer ein Minimum, sondern es sind dazu bestimmte 
Einschränkungen für ihre Grenzen nöthig, welche durch die obige allge- 
meine Regel gegeben werden, widrigenfalls das Integral weder ein Maxi- 
mum noch ein Minimum wird. Es fange der Planet (Fig. 1.) sich von «@ 
zu bewegen an, wo @ zwischen dem Peri- und Aphelium liege; der an- 
dere Endpunct sei 5; wenn 24 die grolse Axe, f die Sonne ist; so er 
hält man bekanntlich den andern Brennpunct der Ellipse als Durchschnitt 
zweier aus den Centren @ und 5 mit den Radien 24— af, 24—Lf 
beschriebenen Kreise. Die beiden Durchschnittspunete der Kreise geben 
zwei verschiedene Lösungen des Problems, welche nur dann in eine zu- 
sammenfallen können, wenn die Kreise sich berühren, d., h.,, wenn ab 
durch den andern Brennpunct geht. Wenn man also von «@ durch den 
andern Brennpunct der Ellipse f’ die Sehne der Ellipse @a’ zieht, so. wird, 
der gegebenen Regel zufolge, der andere Grenzpunct 5 zwischen @ und 
a, liegen müssen, wenn die Ellipse das im Princip der kleinsten Wirkung 
betrachtete Integral wirklich zu einem Kleinsten machen soll. Fällt 5 in 
C,, so kann die zweite Variation des Integrals zwar nicht negativ werden, 
aber O0, so dals die Aenderung des Integrals von der dritten Ordnung 
und daher sowohl positiv als negativ werden kann. Fällt 5 über «’ hin» 
aus, so kann die zweite Variation auch selbst negativ werden. Wenn 
der Anfangspunct @ zwischen dem Aphelium und Perihelium liegt, so 
wird der äulserste Punct «@’ durch die. Sehne der Ellipse bestimmt, weiche 
man von @ durch die Sonne f zieht. Denn wenn @ und «’ (Fig. 2.) die 
Grenzpuncte sind, so erhält man durch Drehung der Ellipse um afe’ un- 
endlich viele Lösungen des Problems. Wenn also der zweite Grenzpunct 
im letztern Falle über @‘ hinaus liegt, wird es eine courbe a@ double cour- 
bure zwischen den beiden gegebenen Grenzen geben, für welche f: vös 


kleiner wird als für die Ellipse. 
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Ich will bei dieser Gelegenheit noch ein. Paar Worte über die Va« 
riation der Doppel-Integrale sagen, deren Theorie einer gröfsern Eleganz 
fühig ist, als sie selbst nach den Arbeiten von Gaufs und. Poisson erlangt 
hat. Um eine Vorstellung von der Art zu geben, wie es mir zweckmi- 
fsig scheint, die Variation der Doppel-Integrale auszudrücken, will ich 





den einfachsten Fall annehmen, in welchem off (2,y,2,P,9) ®xdy be- 
d Ö 
betrachtet wird, wo p =, =; 


Es sei w die Variation von z, 5 wird 

of ?x-2yf = Jar dy (Fo + 32.52 2.5). 
Die bei einfachen Integralen angewendete Methode besteht darin, den Aus. 
druck unter dem Integralzeichen in zwei Theile zu theilen, von denen 
der eine in zo multiplizirt ist, der andere das Element eines Integrals ist; 
der erste muls unter dem Integralzeichen = 0 gesetzt werden, wenn 
die Variation verschwinden soll; der zweite kann integrirt werden, und 
man lälst sein Integral verschwinden, Eben so theile ich den Ausdruck 
unter dem Doppelzeichen in einen in w multiplizirten Theil, und in einen 
andern, der das Element eines Doppel- Integrals ist, das heilst, wenn u= «a w, 
so setze ich: 








Zw of dw , Ef dw du Ev Eu Ov 
w-+5, FRA: RR +3577 oy  dyr'dx’ 
Vergleicht man die in w, 2 = multiplicirten Termen, so erhält man: 
Bf; da Ov da av Pe. 00 Of ı Ov 
ERTIE öy öy'oda’ Op 95, rt 
woraus er K 
s r6) 
I : 
R”. Ar GR 0x ey ’ 


folgt, welches =0 gesetzt, die bekannte partielle Differentialgleichung giebt, 
die bier auf eine vollkommen symmetrische Art abgeleitet ist. Die Function 


v muls die Gleichung erfüllen: 5 + 2.2 Op 7, =% Setzt man 4=0, 


so hat man: 


/fozays= [Tora (E-E-5-52) = jTevEu 


welches, in den gegebenen Grenzen genommen, verschwinden mufs, Wenn 
z in den Grenzen gegeben ist, wird w und mithin auch uv=«aw, in den 
10 * 
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Grenzen verschwinden und daher Weu3v—=0 sein. Wenn die Grenz- 


werthe von z ganz willkührlich sind, so muls v in den Grenzen ver 
schwinden, oder wenn v=0 die Grenzcurve bedeutet, so müssen die im 


Integral der Gleichung 4= 0 vorkommenden willkührlichen Functionen so 
bestimmt werden, dafs iz -- u z=0 ist, 1.8. Wo 

Um auf das Maximum und Minimum zurückzukommen: so ist es ein 
Übelstand, dals im Gebrauch dieser Worte solche Verwirrung herrscht. 
Man sagt, ein Ausdruck sei ein Maximum oder Minimum, wenn man blols 
sagen will, dals seine Variation verschwindet, selbst wenn auch weder 


ein Maximum noch ein Minimum Statt findet. Man sagt, eine Gröfse sei 








ein Maximum, wenn man nur sagen will, sie sei kein Minimum. So sagt 
Poisson in seiner Mechanik: bei geschlossenen Flächen könne die kür- 
zeste Linie zwischen zwei gegebenen Puncten ein Maximum sein, obgleich 
es sich von selbst versteht, dals man durch Ausbiegungen, die unendlich 
klein sein können, einen noch so grolsen Weg noch gröfser machen kann, 
Freilich giebt die kürzeste Linie nur dann ein relatives Minimum, wenn 
die nach meiner obigen allgemeinen Regel gestellte Bedingung erfüllt ist, 
nümlich dafs es zwischen den beiden Endpuncten auf der Curve nicht 
zwei andere giebt, zwischen denen man noch eine zweite unendlich nahe 
kürzeste Curve ziehen kann. Im andern Falle ist aber die Lünge kein 
Maximum, sondern weder ein Maximum noch ein Minimum. Für die 
Flächen, die in jedem Puncte zwei entgegengesetzte Krümmungen haben, 
habe ich bewiesen. dals zwischen je zwei ihrer Puncte die kürzeste Linie 
wirklich eine kürzeste Linie ist. 

Die oben angedeuteten Untersuchungen über die Kriterien des Größ- 
ten und Kleinsten in den isoperimetrischen Problemen füllen eine wesent- 
liche Lücke in einem der schönsten Theile der Mathematik aus; aulser- 
dem sind sie durch die Kunstgriffe der Integralrechnung, die dabei ange- 
wendet werden, merkwürdig. Tiefer aber in das Ganze der Wissenschaft 
eingreifend dürften folgende Untersuchungen sein, von denen ich. mir Ih- 
nen eine kurze Andeutung zu geben erlaube. 

Hamilton hat gezeigt, dals die Probleme der Mechanik, bei denen 
der Satz von der lebendigen Kraft gilt, sich auf die Integration einer par» 
tiellen Differentialgleiahung erster Ordnung zurückführen lassen. Er for- 
dert eigentlich die Integration zweier solcher partiellen Differentialglei- 
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chungen: man zeigt aber leicht, dals es genügt, irgend ein vollständiges 
Integral einer von ihnen zu kennen. Auch dehnt man seine Resultate 
leicht mit auf den Fall aus, wo die Kräftefunction, d. i. die Function, deren par- 
tielle Differentialquotienten die Kräfte geben, die Zeit explicite enthält; für 
welchen Fall der Satz von der lebendigen Kraft nicht gilt; aber immer noch 
das Princip' der kleinsten Wirkung. Durch diese Zurückführung auf eine 
partielle Differentialgleichung könnte wenig gewonnen scheinen, da nach der 
Pfajff’schen Methode in den Abhandlungen Ihrer Academie — und für mehr 
als 3 Variabeln kannte man bisher weiter nichts über die Integration der 
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung — die Integration der 
einen partiellen Differentialgleichung, auf welche das dynamische Problem 
zurückgeführt wird, viel schwieriger ist als die Integration des Systems 
der unmittelbar gegebenen, gewöhnlichen Differentialgleichungen der Be- 
wegung. In der That, wenn man, wie es ebenfalls ohne Schwierigkeit 
geschieht, die Untersuchung Hamiltons auf alle partielle Diflerentialglei- 
chungen erster Ordnung ausdehnt, ist es umgekehrt eine bedeutende Ent- 
deckung in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, dafs sie so immer auf die Integration eines cinzigen Systems gewöhn- 
licher Differentialgleichungen zurückgeführt werden können, welche bis- 
her nach der Pfaf’schen Methode nicht ausreichend war. Wichtig für 
die Integration der Diflerentialgleichungen der Mechanik selber, konnte 
dies nur werden, wenn man nachwiels, dafs die Systeme gewöbnlicher 
Differentialgleichungen, auf welche die partiellen Differentialgleichungen 
lster Ordnung zurückkommen, einer besondern Behandlungsweise fühig 
sind, welche sie von andern Differentialgleichungen unterscheidet. Hamil- 
ton, obgleich er manche Anwendung seiner neuen Methode, wie er 
seine Untersuchungen nennt, zu machen. versucht hat, hat hiervon nichts 
bemerkt, und daher auch aus seinen merkwürdigen Theoremen keinen 
wesentlichen Nutzen gezogen. Aber in der That hat schon Lagrange für 
die partiellen Differentialgleichungen Ister Ordnung zwischen drei Varia- 
beln, auf die er sich beschränkt hat, und deren Integration zu seinen 
schönsten und berühmtesten Entdeckungen gehört, bemerkt, dals, wenn 
man ein Integral des Systems von 3 gewöhnlichen Differentialgleichungen 
Ister Ordnung zwischen 4 Variabeln, auf welchen er das Problem zurück- 
geführt hat, kennt, nur noch zwei Differentialgleichungen erster Ord- 
nung, jede zwischen zwei Variabeln zu integriren sind. Im Allgemeinen 
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aber wäre noch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung zwischen 
2 Variabelu zu integriren, die man also für jenes besondere System ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen immer auf die Iste Orduung zurück- 
führen kann. Wenn die partielle Differentialgleichung I1ster Ordnung 
zwischen 3 Variabeln die unbekannte Function nicht selber, sondern nur 
ihre beiden Differentialquotienten enthält; so hat man nur 2 Differential- 
gleichungen erster Ordnung zwischen 3 Variabeln zu integriren; und kennt 
man ein Integral derselben, so hat man nach der Lagrangeschen Methode 
nur noch zwei Quadraturen auszuführen, während im Allgemeinen noch 
eine Differentialgleichung Ister Ordnung zu integriren wäre. Der letzte 
Fall findet in der Mechanik Statt, d. h. die partiellen Differentialgleichun- 
gen Ister Ordnung, auf welche die dynamischen Probleme zurückkom- 
men, enthalten nie die unbekannte Function selber. Hiernach kann man 
schon aus dem Lagrangeschen Verfahren für 3 Variabeln neue, höchst 
merkwürdige Sätze der Mechanik ziehn. Es folgt nämlich daraus ganz 
allgemein, dals, wenn irgend ein Problem der Mechanik, für welches der 
Satz von der lebendigen Kraft gilt, von einer Differentialgleichung der 
2ten Ordnung abbüngt, und man noch aulser diesem Satz ein Integral 
kennt, so dals das Problem auf die Integration einer gewöhnlichen Diffe- 
rentialgleichung Ister Ordnung zwischen zwei Variabeln zurückkommt, 
man diese letzteren immer integriren kann, d. h. man kann nach einer 
allgemeinen, ganz bestimmten Regel den Multiplicator derselben finden. 
Ein solches mechanisches Problem ist z. B. die Bewegung eines Körpers 
in der Ebene, der nach zwei festen Centren gezogen wird, Euler fand 
hier mit Leichtigkeit aulser dem Integrale der lebendigen Kraft noch ein 
zweites; die Differentialgleichung erster Ordnung, worauf er hiernach kam, 
war aber so complicirt, dals seine ganze Unerschrockenheit dazu gehörte, 
sich mit der Integration derselben zu beschäftigen und das Gelingen die= 
ser Bemühung zu seinen berühmtesten Meisterstücken gehört. Diese Inte» 
gration aber würde ohne alle weiteren Kıunstgriffe durch die erwähnte all- 
gemeine Regel geleistet. Ich habe vor etwa einem halben Jahre die auf 
den Fall der freien Bewegung eines Punctes in einer Ebene bezüglichen 
Formeln, welche allgemein, wenn man aufser dem Integral der lebendigen 
Kraft noch ein anderes Integral kennt, das Problem auf Quadraturen zurück= 
führen, der Pariser Akademie mitgetheilt. Diese Formeln lassen sich sogleich 
auch auf die Bewegung eines Punetes auf einer gegebenen Fläche ausdehnen. 
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Damit aber eine Anwendung dieser Betrachtungen auf complicirtere 
mechanische Probleme möglich sei, ist es nöthig, die Lagrangesche Me- 
thode für die Integration partieller Differentialgleichungen erster Ordnung 
zwischen 3 Variabeln auf jede Zahl Variabeln auszudehnen. Pfajf, der 
dies mit unübersteiglichen Hindernissen verknüpft hielt, sah sich aus die- 
sem Grunde genöthigt, diese Methode ganz zu verlassen. Er betrachtete 
das Problem als speciellen Fall eines viel allgemeinern, dessen glückliche 
Lösung zu den wichtigsten Bereicherungen der Integralrechnung gehört, 
Aber das Problem der Integration der partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung hat vor dem allgemeinen Probleme, welches Pfaff be- 
trachtet, Erleichterungen voraus, die ihm entgangen sind, und die er auf 
seinem Wege nicht finden konnte. Es ist mir gelungen, die Schwierigkei- 
ten, welche der Verallgemeinerung der Lagrangeschen Methode im Wege 
standen, zu heben und hiedurch eine neue Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung für jede Zahl Variabeln zu begründen, 
welche für die Integration derselben die wesentlichsten Vortheile darbietet 
und unmittelbar auf die Probleme der Mechanik ihre Anwendung findet. 
Hier mögen folgende Andeutungen genügen. 

Die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung und die iso- 
perimetrischen Probleme, in welchen die Differentialquotienten der unbe- 
kannten Functionen unter dem Integralzeichen nur bis auf die erste Ord- 
nung steigen, hängen von derselben Analysis ab, so dals jedes solche iso- 
perimetrische Problem auch als Integration einer partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung gefalst werden kann. Man kann unter diesen 
isoperimetrischen Problemen auch diejenigen begreifen, in welchen der Aus« 
druck, der ein Maximum oder Minimum werden, oder allgemeiner, des» 
sen Variation verschwinden soll, nicht unmittelbar als Integral, sondern 
durch eine Diflferentialgleichung erster Ordnung gegeben ist. Umgekehrt 
kann man auch die Integration einer partiellen Differentialgleichung erster 
Ordnung als solches isoperimetrische Problem fassen. Zufolge des Prin- 
cips der kleinsten Wirkung kann als ein isoperimetrisches Problem der 
genannten Art die Bewegung eines Systemes sich gegenseitig anziehender 
Körper betrachtet werden, welche aulserdem noch von constanten Paral- 
lelkräften und von Kräften sollicitirt werden können, welche nach festen 
oder beweglichen Centren gerichtet sind, wofern die Körper des Systems 
auf die letztern Centra nicht reagiren und die Bewegung derselben als an- 
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derweitig bekannt vorausgesetzt wird. Solches mechanische Problem kann 
daher auch immer als Integration einer partiellen Differentialgleichung er- 
ster Ordnung gefalst werden. Diese Integration hängt von der eines Sy- 
stems gewöhnlicher Differentialgleichungen ab, welche mit den bekannten 
Differentialgleichungen der Mechanik übereinkommen, aber, als auf eine 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung bezüglich, besonderer Erleich- 
terungen fähig sind. Man kann nämlich bei denselben durch eiven be- 
sondern Gang des Verfahrens, und durch besondere Wahl der Gröfsen, die 
man als Variabeln einführt, bewirken, dafs jedes gefundene Integral die 
Stelle von zwei Integrationen vertritt. Um dies deutlicher zu machen, 
will ich sagen, dals ein System Differentialgleichungen von der ten Ord- 
nung sei, wenn man dasselbe nach Elimination der übrigen Variabeln auf 
eine gewöhnliche Differentialgleichung zter Ordnung zwischen 2 Variabeln 
bringen kann. Für die partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung, 
welche nicht die unbekannte Function selber, sondern nur ihre partiel- 
len Diflferentialquotienten enthalten, so wie für die isoperimetrischen Pro- 
bleme der genannten Art, in welchen der Ausdruck, dessen erste Varia- 
tion verschwinden soll, als Integral gegeben ist, und daher auch für die 
genannten mechanischen Probleme, läfst sich nun der zu befolgende Gang 
der Operationen und der dadurch gewonnene Vortheil wie folgt ange- 
ben. Es sei das System der gewöhnlichen Differentialgleichungen, von 
dem das Problem abhängt, von der 2nten Ordnung; man kenne ein Tn- 
tegral derselben, so lüfst sich das Problem durch eine bestimmte Wahl 
von Grölsen, die man als Variabeln einführt, auf ein System von Differen- 
tialgleichungen der 2— ten Ordnung bringen. Kennt man von diesem 
Systeme wieder ein Integral, so läfst sich dasselbe durch eine neue Wahl 
von Variabeln auf ein System von der ?r—4tan Ordnung bringen, und 
so fort, bis man keine Dillerentialgleichungen mehr zu integriren hat. Alle 
aufserdem noch auszuführenden Operationen bestehen lediglich in Quadra- 
turen, Ich bemerke der Deutlichkeit wegen, dafs ich ein Integral eines 


Systemes gewöhnlicher Differentialgleichungen eine Gleichung 7 = « nenne, 
wo a eine willkührliche Constante ist, welche in / nicht vorkommt, und 
ZU ein solcher Ausdruck, dafs durch die Differentialgleichungen d U iden- 
tisch Null wird. 

Als Beispiel der allgemeinen Methode nehme ich ein mechanisches 
Problem, von dem ich bereits in einem frühern Schreiben die Akademie 
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zu unterhalten die Ehre hatte. Es giebt nämlich Fälle bei der Bewegung 
der Himmelskörper, wie z. B. des Mondes oder eines Cometen, der dem 
Jupiter nahe vorbeigehet, in welchen die elliptische Bewegung so wenig 
angenähert ist, dals man zur Integration der Differentialgleichungen der 
Bewegung darauf kein Annäherungsverfahren gründen kann, welches wis- 
senschaftlichen Werth hat. Es ist daher von grolser Wichtigkeit, andere 
Bewegungen zu erfinden, welche einer einfachen Behandlung fühig sind 
und dem Fall der Natur sich mehr annähern können. Hiezu könnte man 
versuchen, die Bewegung eines masselosen Punctes zu wählen, der von 
zwei Körpern angezogen wird, die sich gleichförmig und mit gleicher Win- 
kelgeschwindigkeit um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunct drehen. Beim 
Monde kann man für das Näherungsproblem noch annehmen, dafs die 
3 Körper sich in einer Ebene bewegen. Man hat dann zwei Differential- 
gleichungen 2ter Ordnung, welehe, da die Kräfte die Zeit explicite ent=- 
halten, und daher weder der Satz von den Flächen, noch der Satz von 
der lebendigen Kraft gilt, die Stalle einer Differentialgleichung der vierten 
Ordnung zwischen 2 Variabeln vertreten. Obgleich die beiden Sütze von 
den Flächen und der lebendigen Kraft nicht gelten, so habe ich doch ge- 
zeigt, dals eine gewisse Combination derselben auch hier Statt findet. 
Dieses von mir gefundene Integral führt aber das Problem nicht blofs auf 
die dritte Ordnung zurück, sondern die Anwendung der allgemeinen Me«= 
thode auf diesen Fall zeigt, dals man durch zweckmälsige Wahl der Va« 
riabeln das Problem auf eine Diflerentialgleichung zweiter Ordnung zwi« 
schen 2 Variabeln zurückführen kann, von welcher man, wie nach der« 
selben Methode erhellt, wieder nur ein einziges Integral zu kennen braucht. 
Es ist also vermittelst dieser Methode durch das eine von mir gefundene 
Integral die Integration der Differentialgleichung 4ter Ordnung darauf zu- 
rückgeführt ein einziges Integral einer Differentialgleichung der 2ten Ord- 
nung zu finden, indem alles übrige nur noch Quadraturen eriordert. 

Der ganze Gang der angedeuteten Operationen hängt von den je- 
desmaligen Integralen ab, welche sich entdecken lassen; die Wahl der Va- 
riabeln hängt ebenfalls von denselben ab und erfordert auch ihrerseits In- 
tegration von Differentialgleichungen, immer aber so, dals durch ein ge- 
fundenes Integral das System Differentialgleichungen auf andere zurückge- 
führt wird, deren Ordnung um 2 niedriger ist; auch werden sich die zur 
Bestimmung der Wahl der Variabeln aufzustellenden Differentialgleichun- 
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gen in vielen Fällen leicht integriren lassen. Wofern man nur die ein- 
fachen Integrale, die sich finden lassen, nicht übersieht, kann man auf dem 
genannten Wege sicher sein, das Problem, wenn nicht gänzlich auf Qua- 
draturen, doch so weit zurückzuführen, als es seiner Natur nach möglich 
ist. Auch wenn die Differentialgleichungen, auf welche man kommt, sich 
nicht integriren lassen, wird man doch merkwürdige Eigenschaften dersel- 
ben erkennen, welche sich vortheilhaft benutzen lassen. So weils man 
in dem angeführten Problem, wenn man auch die Differentialgleichungen 
der zweiten Ordnung, auf welche dasselbe zurückkommt, nicht integriren 
kann, dals ihre beiden Integrale, eins aus dem andern durch blofse Qua» 
draturen gefunden werden können. 

Sie sehen, hochgeehrtester Herr Professor, dafs die in vorstehenden 
kurzen Umrissen angedeuteten Resultate ein neues wichtiges Capitel der 
analytischen Mechanik begründen, die Vortheile betreffend, welche man aus 
der besonderen Form der Differentialgleichungen der Mechanik für ihre In- 
tegration ziehen kann. Wir verdanken Lagrange diese Form, aber sie hat 
bis jetzt in seinen und in den Händen der ilım nachfolgenden Analysten 
nur dazu gedient, die analytischen Transformationen rascher und übersicht- 
licher zu leisten, und den bekannten allgemeinen mechanischen Gesetzen die 
Ausdehnung zu geben, deren sie fühig sind. Aber diese Form erhält jetzt 
eine viel wichtigere Bedeutung, indem sich zeigt, dafs gerade die Differen- 
tialgleichungen von dieser bestimmten Form einer eigenthümlichen Be- 
handlung fühig sind, welche die Schwierigkeiten ihrer Integration bedeu- 
tend vermindert. 

Den 29. November 1836. 
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5. 


Maximum und Minimum des Bogens einer beliebigen 
Curve im Verhältnifs zur zugehörigen Absecisse 
oder Ordinate. 


(Vom Herrn Professor J. Steiner zu Berlin, ) 


(Auszug aus einer am 23. Januar d. J. in der hiesigen Akademie der Wissenschaften gehaltenen 
Vorlesung. ) 





1. Die nachstehenden Resultate gründen sich auf den folgenden 


Fundamentalsatz, 

„Wenn die Ordinate y in irgend einem PuncteG einer beliebigen, 
algebraischen oder transcendenten Curve BGCH (Fig. 3.) auf der zuge- 
hörigen Tangente ECE nicht normal steht, sondern auf der concaven 
Seite der Curve einerseits einen stumpfen (yt,) = «a und andererseits 
einen spitzen Winkel (yt,)=ß mit derselben bildet, so schneidet die im 
stumpfen Winkel zunächst folgende Ordinate y, von der Curve ein klei- 
neres Element CG=b, ab, als von der Tangente CE =t,, dagegen ist 
bei der im spitzen Winkel zunächst folgenden Ordinate y, das Curven- 
Element CH=b; gröfser, als das der Tangente CF =t,, also ist b,<t, 
und b, >t;.” *) 

Die Richtigkeit des einen Theils dieses Satzes, nämlich dafs der 
Bogen CH im spitzen Winkel ß größser als die Tangente CF, oder b»>t,;, 
liegt klar vor Augen. Denn zieht man die Sehne C//, so ist sie, weil 
a, = u ein stumpfer Winkel ist, die gröfste Seite im Dreieck CHF, also 
CH>CF, und da offenbar Bogen 5,> Sehne CH, so ist folglich um so 
mehr 5,>CF oder b,>t;.. 

Was den andern Theil des Satzes betrifft, so ist zunächst zu be- 
merken, dafs wenn die Curve in der Nähe des Punctes C, nach G hin, 
keinen singulären Punct hat, dann die Tangente von € bis G ihre Rich- 
tung in gleichem Sinne und zwar stetig ändert, so dals der anfänglich 
stumpfe Winkel &, welchen die Tangente CE mit der Ordinate y bildet, 





*”) Man vergleiche unter andern die kleine Schrift von Grelle „Ueber die Anwen- 
dung der Rechnung etc. Berlin, bei Maurer, 1816.” wo ein Satz, der mit dem gegen- 
wärtigen nahe übereinkommt, ausführlich erörtert und begründet wird. 


I1* 








84 ö. Steiner, Maximum und Minimum von Curven- Bogen. 


stetig abnimmt; da aber diese Abnahme nur allmählig geschieht, so muls 
es nothwendig immer, nahe bei C, solche Puncte G geben, wo die zuge» 
hörige Tangente GL und Ordinate y, nach derselben Seite einen Winkel 
‘y einschliefsen, welcher kleiner als & und gröfser (oder nicht kleiner) als 
ß ist; dann aber ist in dem Dreiecke GXÄE Winkel Yy,> ß,, weil y=Yy 
und 9, =ß, daher weiter Seite EX>GÄ, und da zufolge des Archimedi- 
schen Grundsatzes, COX-+-GK>>2,, so ist folglich um so mehr C(X+XE>b,, 
das ist , > b,, was im Satze behauptet wird, 

2. Der vorstehende Satz verliert unter andern namentlich in fol- 
genden drei Fällen seine Gültigkeit: 1) wenn y die Normale im Puncte 
C ist; 2) wenn € ein Wendungspunct, oder 3) ein Rückkehrpunct 
der Curve ist, oder einem dergleichen Puncte unendlich nahe liegt. 

3. Durch Hülfe des obigen Satzes (l.) ist die folgende Aufgabe 


leicht zu beantworten: 
„Die besondere Eigenschaft desjenigen PunctesC einer beliebigen, 


auf irgend ein (geradliniges) Coordinaten-System bezogenen Curve, an- 
zugeben, dessen Abscisse x im Verhältnifs zu dem zugehörigen Bogen s, 
der von irgend einem gegebenen Puncte B der Curve bis zu jenem Puncte 
C genommen wird, ein Maximum oder Minimum ist.” 

Es sei BCC, (Fig. 4.) die vorgelegteCurve, B der in ihr gegebene Punet, 
von welchem der Bogen s anfangen und sieh nach der Richtung C, C,, .... 
erstrecken soll; ferner seien X, Y die Coordinaten-Axen, 4 der Anfangs» 
punct, und die Abscisse werde nach Umständen durch x oder z bezeichnet, 

Man denke sich in der Curve einen Punct C von der Beschaffen- 
heit, dafs wenn man von der Tangente CD in demselben die Länge des 
entsprechenden Bogens BC abschneidet, und zwar nach der Seite dieses 
Bogens hin, also etwa CDD=BC=s macht, dann der Endpunct D der 
Tangente gerade in die Ordinaten-Axe Y fällt: so wird der Punct C im 
Allgemeinen der Aufgabe genügen. Denn unter diesen Umständen hat 
man, vermöge der Parallelität der Ordinaten y, Yı, Y» und ihrer Axe F: 

x:DCE=x,:DG, oder z:s=2,:5—h, 
und ist nun z. B. der Winkel (yt,), das ist yCD, stumpf und y, nahe 
an y, wo dann Z,<{5, (1.), so hat man: 
x:s<x,:5—Öb,, oder 
I. z:5<2:535 
wenn nämlich der Bogen BG =s—b, =s, gesetzt wird, 
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Eben so hat man: 
x:DCE=x,:DF, oder z:s=n:s+t:, 
und daher, da 2,>b; (l.): 
xzıs<x,:5s4+b,, oder 
I. z:S<2:5%;5 


wo s, den Bogen BH bezeichnet. 
Demnach ist in der That unter den vorausgesetzten Umständen die 


Abscisse x des Punctes C im Verhältnils zum zugehörigen Bogen s(=BC) 
kleiner als zunächst vor oder nach diesem Puncte, nämlich kleiner als 
x,:5ı (L.) und auch kleiner als x,:s, (II.), folglich ist z:s ein Mini= 
mum (oder s:x ein Maximum). Das charakteristische Merkmal dieses 
Minimums besteht darin, dals das Ende des Bogens s, in Rücksicht der 
beiden Winkel (y£,), (yt,), welche die Ordinate, auf der concaven Seite 
der Curve, mit der Tangente bildet, in demjenigen (yt,) liegt, welcher 
spitz ist. Findet nämlich das Umgekehrte statt, d.h. ist der Winkel, in 
welchem das Ende des Bogens s liegt, stumpf, wie etwa bei dem Puncte 
C,, wo gleichfalls die Tangente C,D, gleich dem Bogen BC,=s, und 
der Winkel (y,) stumpf sein soll, so folgt auf dieselbe Weise, wie vor« 
hin, dafs jetzt, wenn die Abscisse für einen Augenblick durch z bezeich« 


net wird: 
Il. z:s>2.:5, wd IL z:s>2:535 


dafs also in diesem Falle das Verhältnils der Abscisse zum zugehörigen 
Bogen, das ist z:s, ein Maximum (oder umgekehrt s:z ein Mini«- 
mum) ist. 

Dals unter ganz ähnlichen Umständen die Ordinate y im Verhält« 
nils zum zugehörigen Bogen s ein Minimum oder Maximum wird, ist ein- 
leuchtend und zwar durch den vorstehenden Beweis zugleich dargethan, 
wofern man nämlich die Namen der Coordinaten- Axen X, Y vertauscht. 


4. Aus der vorstehenden Betrachtung (3.) schlielst man zunächst 
folgende allgemeine Sätze: 

a „Fird irgend eine Curve BCC,C;,.... auf beliebige Coordi- 
naten- Axen X, X bezogen, und betrachtet man einen veränderlichen Bo- 
gen BC=s derselben, der von irgend einem festen Puncte B anfängt, 
so ist dieser Bogen im Verhältni/s zu der Abscisse x (oder Ordinate y), 
seines beweglichen Endpunctes GC, unter andern im Allgemeinen ein Ma- 
zimum oder Minimum, wenn die Tangente in dem letziern Puncte C, 
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nach der Seite des Bogens hin und bis an die Axe Y (oder X) genom- 
men, gerade dem zugehörigen Bogen gleich ist; und zwar findet ein 
Maximum oder Minimum statt, je nachdem der Winkel, welchen die 
Ordinate y (oder Abscisse x) In dem genannten Endpuncte mit der Ton- 
gente (nach derselben Seite hin) bildet, beziehlich spitz oder stumpf ist.” 
Oder mit andern Worten und anschaulicher; 


b. „/Fird die gegebene Curve von dem Puncte B an, von wel. 
chem der Bogen anfängt, abgewickelt, so entspricht jedem Puncte D, 
D,, D., »... (oder d, d,, di, o...), in welchem die Evolvente BDD, 
die Axe Y (oderX) schneidet, auf der gegebenen Curve ein solcher Punct 
C, C,, E25 0... (oder €, Cyy Cay oee.), dessen Abscisse (oder Ordi- 
nate) im Verhältnifs zum zugehörigen Bogen ein Maximum oder Mini- 
mum ist. Ist die gegebene Curve insbesondere endlich und geschlossen 
oder in sich zurückkehrend, wo dann der Bogen grö/ser als ihr Umfang 
oder als ein beliebiges Fielfache desselben genommen werden kann, oder 
ist sie spiralförmig: so kann die Evolvente die Axe Y (oder X) unend. 
lich oft schneiden, und alsdann giebt es in der gegebenen Curve auch 
unzählige Puncte C, C,, Gr, ve... (und C, Cı, Cry oe..), denen die an- 
gegebene Eigenschaft zukommt.” Es folgt ferner: 


c. „/Fenn die Evolvente die Axe Y (oder X) in irgend einem 
Puncte berührt, so fallen in demselben zwei auf einanderfolgende Durch. 
schnittspuncte, etwa D ın D,, zusammen, und dann vereinigen sich 
auch die ihnen entsprechenden Puncte C,C, auf der gegebenen Curve, 
wovon dem einen ein Minimum und dem andern ein Maximum ent- 
spricht; diese verschiedenen Eigenschaften heben aber einander auf, so 
dafs dern vereinigten Puncte (CC,) keine von beiden zukommen kann, viel- 
mehr besitzt er die Eigenschaft, dafs die zugehörige Ordinate y, zugleich 
die Normale ist. JFenn dagegen die gegebene Curve BCC, die Axe Y 
(oder X) berührt, so ist der Berührungspunct zugleich einer der genann- 
ten Puncte G, C,, »... (Oder c, €, »...), und zwar ein solcher, für 
welchen x:s ein Minimum wird, und im Falle die gegebene Curve 
endlich und geschlossen Ist (b.), fallen unendlich viele solche Puncte mit 
jenem Berührungspuncte zusammen.” 


Sieht man die Curve BDD,.... als gegeben an, so folgt durch 
Umkehrung: 
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d. „/Fird eine beliebige Curve BDD, .... auf irgend ein Coor- 
dinaten-System YX bezogen, so sind diejenigen Puncte in ihr (D, D,, 
D;, oo... oder d, d,, da, 220.), deren zugehöriger Krümmungshalb- 
messer (DC, D,C,, ete.) im Verhältnifs zu der Abscisse x oder Ordi. 
nate y des Krümmungsmittelpunctes (C, Ci so... oder C, Cıy eo..) ein 
Maximuım oder Minimum sind, unmittelbar gegeben, nämlich sie sind die 
Puncte, in welchen die Curve beziehlich von der Ordinaten- (Y) oder 
Abscissen- Axe (X) geschnitten wird.” 

5. Aus den vorstehenden Sätzen (4.) lassen sich nun weiter un» 
ter andern nachstehende besondere Sätze folgern. 

Wird angenommen die Coordinaten-Axen Y, X seien zu einander 
rechtwinklig, und irgend eine endliche, geschlossene, überall convexe 
Curve J6BCA (Fig. 5.) seiin Bezug auf die Axe Y symmetrisch und werde 
von ihr in den Puncten 4, B geschnitten, so dals also jede Sehne OG, 
CC «..., welche der Axe X parallel, von der Axe Y gehälftet wird, 
und dafs die Tangenten in 4, B der Axe X parallel sind: so wird, wenn 
man den Bogen s von A anfangen lälst, der Punct C, in dem Falle, wo 
die Tangente CD dem Bogen ACC gleich ist, der erste sein, dessen 
Abseisse CE=x im Verhältnils zum zugehörigen Bogen AlC=s ein 
Maximum wird (4.). Dann ist aber auch zugleich, vermöge der Symme- 
trie, die Abscisse CE im Verhältnils zum Bogen 4C\ ein Maximum, und 
folglich ist sofort die Sehne CE im Verhältnifs zur Summe beider Bogen 
ASC+ACE=u-+CBbE, wo u den Umfang der Curve bezeichnet, ein 
Maximum. Gleicherweise folgt, dals, wenn bei der Sehne C,$, die Tan- 
genten C‚D,+6,D = Bog. ASCAC, HACCAS, = 2ut+(,4%, = Sy 
dann das Verhältnifs C&:s, ein Maximum ist. Eben so wird das Verhält- 
nils CS: s,,_, oder C,G,:5,,. ein Maximum, wenn die Sehne CE oder 0,6, 
so beschaffen, dafs CD->&D= (22 —1)u+CBS = s,_, oder C,D,+8,D 
= ?2nu+(,4%, =s„, won irgend eine ganze positive Zahl (1,2, 3,....) 
bezeichnet. Ähnliche Resultate erhält man, wenn die Theile des Bogens 
s von B, statt von 4, anfangen. Also: 

a. Wenn eine geschlossene convexe Curve ACBCA ir Bezug auf 
irgend eine Axe\ senkrecht symmetrisch ist, so ist jede zur Axe senk- 
rechte Sehne CC, C,S, im Verhältnifs zum zugehörigen Bogen 8 ein 
Maximum, wenn dieser Bogen der Summe der Tangenten in seinen End. 
puncten, von da bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitte D, D, genom- 
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men (CD-+CD, C,D,+CıD;), gleich ist; und zwar ist dabei der Bogen 
jedesmal gröfser als der Umfang u der Curve, nämlich er besteht aus 
dem einfachen Bogenstück (CB, C,AG,), welches, nach der Seite hin, 
wo die Tangenten sich treffen, über der Sehne liegt, und aufserdem aus 
nMal dem Umfange u, wo nirgend eine ganze positive Zahl (minde- 
stens =1) bezeichnet.” 

Fügt man zu den obigen Annahmen noch die hinzu: die Axe X 
solle die Curve in 4 berühren: und denkt sich sofort den Pnnct C so be= 
schaffen, dals Tangente CD = Bogen AC, so ist die Ordinate y = JE dieses 
Punctes im Verhältnils zum Bogen 4C ein Maximum (4.), und weil vermöge 
der Symmetrie 8 =4AC und (d=(d, so ist zugleich auch /E: 46 ein 
Maximum und folglich auch AE: 40 + AG oder JE: CAQ ein Maximum, 
d.h. „sodann ist die Höhe AE=y desCurven-Segments CACC, im Verhält- 
nils zum Bogen CAGC, ein Maximum.” Dasselbe trifft offenbar ein, wenn Tan- 
gente Cd = Bogen {CS AC= u+AC, oder allgemein Cd=nru-+4C, wo 
dann zugleich C(d=ru-+4G, und mithin Cd+&d=2ru+rCAT ist. 
Fangen dagegen die Theile des Bogens von D an, und ist z. B. Tangente 
Cd=Bogen BIAC und Tangente Cd= Bogen BCAL, mithin der ganze 
Bogen =u-+-CAl, so ist ebenfalls das genannte Verhältnils ein Maxi- 
mum, so wie wenn allgemein Cd+ Kd=(2n—1)u+CAL ist. Also: 

b. „Zst eine geschlossene convexe Curve ACBSA zn Bezug auf 
irgend eine Axe Y symmetrisch und man schneidet durch. eine zur Axe 
senkrechte Sehne CK ein Segment ab, so ist die Höhe AE=y dessel.- 
ben im Verhältnifs zum Bogen s im Allgemeinen ein Maximum, wenn 
die TungenteX. Im Scheitel der Curve (oder in der Mitte A des Bogens) 
von den Tangenten Cd, Cd in den Endpuncten C, & des Bogens solche 
Stücke abschneidet, wovon jedes dem halben Bogen gleich ist. Dieser 
Zustand kann unendlich oft eintreten: aber von dem einen Mal bis zum 
nächstfolgenden nimmt der Bogen zu, enthält den Umfang u der Curve 
einmal mehr, so dafs er im Allgemeinen aus (n—1)u und aus einem 
Stück CAC besteht; auch sind die Maxima der Reihe nach immer klei. 
ner, so dafs das erste, wo n=1 und der Bogen s nur aus dem Stück 
CAS besteht, das gröfste ist.” 

6. Wenn die gegebene Curve ACBGA insbesondere ein Kreis ist, 
so folgen, wenn man bemerkt, dafs alle Kreise einander ähnlich sind, 
aus den vorstehenden Sätzen (5.) unmittelbar die folgenden : 
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a. Unter allen Kreissegmenten (von verschiedenen Kreisen, aber) 
von gleich langen Bogen, ist bei demjenigen die Sehne (CN) im Ver- 
hältnifs zum Bogen (s) ein Maximum, bei welchem die Summe der 
Tangenten in den Endpuncten des Bogens, von da bis zu ihrem gegen. 
seitigen Durchschnitt (D oder D,) genommen, dem Bogen gleich ist; die- 
ser Zustand tritt bei unendlich vielen Kreisen ein, ober jedesmal ist 
der Bogen s grö/ser als der Umfang u des Kreises, nämlich er besteht 
aus nu und aus dem kleineren Bogenstück (CBS oder G,AQ,) über der 
Sehne (CE oder C,G,); auch werden die Maxima der Reihe nach, wenn 
n=1,2,3,4,.... Zst, immer kleiner.” 

b. „Unter allen Kreissegmenten von gleich langem Bogen, hat 
dasjenige die grüfste Höhe AK = y, bei welchem die Tangenten (Cd, Cd) 
in den Endpuncten des Bogens von derjenigen in der Mitte A desselben 
ein Stück dd(=Cd-+ Cd) begrenzen, welches dem Bogen gleich ist; die- 
ser Zustand kann bei unendlich vielen Kreisen eintreten ‚„ aber nur das 
erste Mal ist der Bogen CA® Kleiner als der zugehörige Kreis; bei je- 
dem spätern Male besteht er aus nu und aus dem gröfsern Bogenstück 
(CAG) über der Sehne, wo n nacheinander die WFerthe 1,2,3,4,..... hat; 
dabei werden die verschiedenen Maxima der Reihe nach immer kleiner.” 

7. Man denke sich die Schaar Kreise (d.i. alle möglichen), welche 
die Axe X (Fig. 6.) in demselben festen Puncte £ berühren und deren 
Mittelpuncte M, m, M,, m,, »... auf einerlei Seite von X in der Axe Y 
liegen, nehme auf allen Kreisen, von 4 an und nach gleicher Richtung, 
Bogen AD, AC, Ac, .... von derselben gegebenen Länge s, so dals 4D = 
AC=Ac=....=s, so werden die Endpuncte D, C, c,.... der Bogen 
in irgend einer bestimmten Curve DCc4c,C,.... liegen. Die Gerade 4D 
ist nämlich in dem Falle als Bogen anzusehen, wo der Kreis unendlich 
gro[ls wird und mit der Axe X zusammenfällt. Die Curve fängt also von 
D an, geht von da, indem der erzeugende Kreis kleiner wird, aber sein 
Umfang u noch stets grölser als s ist, über C, c nach A, wo sie die Axe 
X berührt, und wo der Umfang u des zugehörigen Kreises gerade = s 
wird. Von A kehrt die Curve zurück, bildet die Schleife 4c, C,c, A, für 
welche s zwischen z und 2u liegt, berührt daun abermals die Axe X in 
4, wenn s gerade =2u ist, u. s. w., nämlich die Curve enthält unend- 
lich viele Schleifen, die sich immer enger zusammenziehen, so dafs jede 


die nachfolgende umschlielst, und eben so oft berührt sie die Axe X in 
Crelie's Journal d. M. Bd, XVII. Hit. 1, 12 
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A, wo jedesmal s gerade ein Vielfaches von u wird. Frägt man nun 
nach der Eigenschaft derjenigen Puncte der in Betracht stehenden Curve, 
für welche die Ordinate y oder Abscisse x ein Maximum wird, so ge- 
ben die obigen Sätze (6.) unmittelbar folgende Antwort: 


a. Die Abscisse x wird in allen denjenigen Puncten D, c,C,,&;5:: :: 
ein Maxımum, wo die Normale des zugehörigen Erzeugungskreises 
durch den festen Punct D geht, oder wo die Tangente (z.B. cd) des 
Kreises (m) bis an die Axe X genommen, dem constanten Kreisbogen s 
(oder AD) gleich ist.” 

b. Die Ordinate y wird in allen denjenigen PunctenC,C,,C;,.... 
ein Maximum, wo die Tangente (CD, C,D,,.....) an den zugehörigen 
Erzeugungskreis (M, M,,....) durch den festen Punct D geht: daher 
liegen alle Puncte, für welche die Ordinate ein Maximum wird, in ei- 
nem Kreise CC,C,....A, welcher D zum Mittelpunct und DA=s zum 
Radius hat.” 

Dals in dem Falle, wo die Tangente ecd=DA=s, alsdann die 
Normale oder der Radius cr des Kreises durch D geht (a.), oder auch 
umgekehrt, folgt aus der Congruenz der Dreiecke mcd und mAD. 

Die in Rede stehende Curve DOcAc,.... ist übrigens dieselbe, 
welche in dem Satze 14., Bd. XIV., S. 91 d. Journ. durch eine schein- 
bar andere Bedingung bestimmt wird, und welche daselbst „barycen- 
trische Curve” genannt worden. Beschreibt man nämlich mit dem 
Radius 4D=s aus 4 den Kreis DGE, und lälst in diesem, von dem 
festen Puncte D an, nach G, E hin, einen Bogen stetig wachsen, so ist 
der Ort seines Schwerpunctes die oben beschriebene Curve DCcAc, 0, .... 
Denn angenommen, die Sehnen DE und 4C irgend zweier Bogen DGE 
und {/C= AD= s stehen auf einander rechtwinklig, so liegt der Schwer- 
punct des Bogens DGE in AC, und dann sind die Kreissegmente DGED 
und 4FCA einander ähnlich (weil DA nach der obigen Construction den 
Bogen 4/C in 4 berührt), so dals man hat: 
| DGE:DE = AFC:AC, 

oder 


DGE:DE = AD:AC, 
woraus folgt, dafs € der Schwerpunct des Bogens DGE ist. 
Nun hat die Curve DCcA4...., nach Angabe des citirten Satzes, 
die Eigenschaft, dals für jeden Punct C derselben, EC die zugehörige Tan- 
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gente ist; wobei dann ferner -Ü=DC und Winkeluo=«a, y=Yy.. Dar- 
aus folsen die vorstehenden Sätze leicht. Denn in dem Falle, wo die Or- 
dinate y irgend eines Pımctes € ein Maximum werden soll, muls die Tan- 
gente EU der Axe X parallel sein; alsdann aber ist ß=«,, daher auch 
ß=« und daher weiter DA= DE (weil DE auf AC senkrecht), folglich 
ist auch DC Tangente des Kreises 4/’C, weil DA es ist. Eben so muls, 
wenn die Abscisse x irgend eines Punctes c ein Maximum werden soll, 
die zugehörige Tangente cx der Axe Y parallel sein; alsdann ist <=ÖJ\, 
und da stets d=0,, so ist also c=L6, daher me=mÄ4, mithin rn der 
Mittelpunct des entsprechenden Erzeugungskreises und folglich, vermöge 
der Congruenz der Dreiecke mcd und mAD, die Tangente de= NA. 
Dieses Alles stimmt mit den obigen Sätzen überein, 
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6. 


Problematis analytıcı, a cl. Hill in huius diarıi vol. XVL. 
pag. 95. propositi solutio, 
tentata a F. Heinen, Cliviis, 


r ı 





„Datis funetionibus quibusvis (7, 9, r.....) quantitatum totidem (x,y, &....) 
aliam functionem ® invenire eiusmodi, ut valoribus datarum in argumen- 
torum locos suflectis, eadem resurgat vel tantum quantitate constante (c) 
a primitivo valore differat; videlicet: D(p,)=P(a,y)+c, D(m9r) 
=OD(z,y,2)4c, .... eto.” 

Sint primum, x, y duae variabiles earumque functiones datae f(x), 
F(y) et functio ® invenienda talis, ut sit 

. SU, Fl] = Pay)+te 
Ponamus z=u,y=u, fx)=Uun, F(y)=u,,,, sellicet v, etw, de« 
signantibus functiones variabilium s, f. Jam habemus differentiarum aequa- 
tiones u, = f(u,) et 24, = F(u,), ex quibus integrando deducatur: 
u,—=xr=0/(s), „=y=v(t), unde etiam s per functionem quandam 
(®’‘) variabilis x et £ per functionem quandam (%’) variabilis y exprimi 
potest, itaque 
I. s=Pl(a), t=W(y) 
prodibit. Jisdem autem statuendis functiones P|f(x), F(y)] et P(x,y) 
funt ©[z,,., %4,], et D(u,, u,), quae brevius hoc modo 0,41,1415 7, , Seribi 
possunft, ita ut aequatio superior 1. fiat: 
IL. vum w.ıt+6% 

quam facile integramus ponendo w,, = loga.ua’ß’, litteris a, a, ß de= 
signantibus constantes indeterminatas., Nam valore w, , =loge u'.ß', eo- 
que, qui inde sequitur 0,4, 14, = loge «'t'.ß'" in aequatione Il. substitu- 
tis provenit: loga «'*'ß't!=loge a’P'-+c, igitur legaß=c, sive aß =e,, 
et B=-.e, ubi e logarithmorum naturalium basin designat. Est igitur 


vo) _ ’ 
„e“v'0) functio 


1 t . «(x 1 
w,. = loge.a’ (—) ‚e“! sive D(x,y) = logar‘“, (—) 
quaesita. 
Huic functioni pro unoquoque indeterminatarum @ et a valore ill, 
quod quaesivimus, proprium esse, sive 
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HE PR 
& 


a x) 
IV, log a a? Ut ], . 


esse, facile perspicies. Etenim, si in aequationibus II, loco x, y ponas 
f(@), F(y) in has: s+1=P'[f(@)], £+1= W'[F(y)] transeant, necesse 
est, unde aequatio superior IV. fit: 


loga. a". (, etN — loga .ua‘. (>). e"+-C, 


sive loge‘—=C, sive denique ce = ec. 


. . vl.‘ g'(x) PN 
Ceterum manifestum est, etiam P(x,y) = logae «* »(-) ‚es 


problemati satisfacere. 

Quodsi pro una tantum variabili x eiusque functione f(x) functio ® 
determinari debeat, ponendo zw, = loge.«’ eadem ratione obtinebitur 
logu = c‘, sive a=e‘, igitur = P(x)=loge.e"—=cs-+-loge, qua in 
aequatione pro s valor substituendus erit, qui consequitur ex ae«uationis 
u1=f(u,) integraliu,—= 2 =0‘(s). 

Sin autem pro pluribus variabilibus e:c x, y, 3 earumque functio- 
nibus f(x), F(y), 3(%) functio ® invenienda sit talis quae reddat: 

Ol), Fly,d@]) = Pa, y,2)+C 
eadem prorsus ratione, per aequationes: z,,,—f(x)=f(u,), wn.,=F(y) 
=!l(u), wu =%(2)= (uw), earumque integralia assecuti: s—=D’(x), 
t=Y'(y), v=x'(z), ex aequatione 
Wer iti,upt = WW, tu +C 


” . 1 s 
ponendo %, ,„= loga.«a.ß’.y’ invenimus: y= age: ıtaque pro func- 


tione quaesita: 
FR 2.02) ö 
80,79 = log. vo. (Ay ro, 
‘ 


Atıue apparet, hanc functionem pro omnibus valoribus, quos constantibus 
ae, a et ß attribuas, etiamsi P’(x), W’(y) et x (2) inter se commutaveris; 
problema resoluturam esse. 

Cliviis mense Febr. 1837. 
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Bemerkungen über eine Stelle in Lagrange’s 
„Traite de la resolution des ©quations numeriques 
article IV. No. 79.” 


(Yon dem Herrn Prof, Raabe in Zürich.) 





In den zwei ersten N“. dieser Abtheilung IV. wird die Schwierigkeit 
bemerkbar gemacht, aus den nach der Methode der Kettenbrüche er- 
haltenen transformirten Gleichungen jedesmal die zunächst liegenden gan- 
zen Zahlen der Wurzeln derselben herauszufinden: namentlich, wenn die 
Wurzeln um weniger als Eins von einander abstehen. Es scheint, fährt 
der Verfasser fort, als mülste in diesem Falle auf jede der transfor- 
mirten Gleichungen das allgemeine Verfahren (das Herstellen der Glei- 
chung mit den Quadraten der Unterschiede der Wurzeln) besonders an- 
gewendet werden, um die einer jeden Wurzel zunächst liegende ganze 
Zahl zu finden. Diesem Übelstande abzuhelfen, wird nun das in No. 79. 
enthaltene Verfahren vorgeschlagen, welches dem Inhalte nach hier folgt. 

Es seien A und /\ Grenzwerthe der gesuchten Wurzel der vorge- 
legten Gleichung in x, und durch successives Anwenden der Methode der 
Kettenbrüche zur nähern Bestimmung dieser Wurzel sei man auf die 


Gleichung - 
ot-Fr 


(a.) z = o't+-n’’ 


% 


7 a *. . “. 
gekommen, Wo 7 und —; Zwei aufeinander folgende Näherungswerthe 


von x sind und ? die Unbekannte der letzten transformirten Gleichung 
vorstellt: dann kann man zu Grenzwerthen für ? auf folgendem Wege 


velangen. Man hat aus Gleichung (a.) 
nc—n 
) t= —., 
ren 0x 
Da nun A und A Grenzwerthe von x sind, so müssen die Ausdrücke 
i—n a! A—nı 
d 





Pr 7 A BE 77 
Grenzwerthe von f abgeben. Beträgt daher der Unterschied dieser Grenz- 
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werthe weniger als Eins, so hat man auch sogleich den verlangten gan- 
zen Zahlenwerth von ? u. s. w. 

Eine Folgerung, wie die hier von Lagrange, scheint unserer gan- 
zen Art zu denken völlig gemäfs zu sein. Man wird kaum ein Beden- 
ken tragen, in dem viel allgemeinern Falle, wenn aus der Gleichung 
= Pd 
die Gleichung 

t=\(x) 
abgeleitet wäre, wo ® und % bekannte Functionen andeuten, eine der 
obigen analoge Folgerung zu machen. Gleichwohl ist diese Folgerung nur 
unter der Beschränkung zulässig, wenn aus beiden Functionsformen ® 
und % ein gleicher Genauigkeitsgrad für die abhängigen Variabeln erzielt 
werden kann. 

Dals die Gleichungen (a.) und (2.) dieser Anforderung nicht ent- 
sprechen, soll in Folgendem dargethan werden, 

Die ganzen Zahlen og, e, 7, z' haben gleiche Zeichen; man kann 
daher dieselben, wie die Gröfsen # und x, als mit positiven Zeichen ver- 
sehen, voraussetzen. Ferner hat man, wenn 

st 
> und — <x 

vorausgesetzt wird, die Gleichung 

eR—rnı =1. 
Wird daher durch 4? der nämliche Fehler in ?, und durch ax der hier- 
aus entspringende Fehler in x vorgestellt, so hat man, wenn in einer der 
Gleichungen (a.) oder (b.) t in 2+42 und x in ze +4x umgesetzt wird, 
folgende Gleichung: 
I At 
au (e't+7')’+ eo (oe! tr) At" 
Aus dieser Gleichung sieht man, dafs ein Fehler in der Annahme des Wer- 
thes von £ einen viel kleinern in der Bestimmung von x hervorruft. Ja 
sogar, wenn der Fehler in ?, oder wenn man 421 hat, wird man den- 
noch, nach dem was über die Beschaffenheit der Gröfsen 0,0, m, a, t 
festgesetzt ist, jedesmal ax <<1 haben, 

Hieraus folgt aber auch umgekehrt: ein in x begangener Fehler, 


der sogar kleiner als die Einheit ist, kann einen Fehler in £ hervorrufen, 
der die Einheit übertrifft. 


C ax 











06 7. Raabe, über eine Stelle in Lagrange’s Theorie der Gleichungen, 


‘s bieten daher die oben gefolgerten zwei Grenzwerthe für £ im 
Allgemeinen keinen Anhaltspunct zur Bestimmung von £ dar; und, wie 
aus dem eben Mitgetheilten erhellet, auch dann nicht, wenn ihr Unter- 
schied kleiner als die Einheit ausfällt. Nur in dem Falle, wenn eine feh- 
lerhafte Annahme für x einen Fehler in ? hervorruft, der numerisch klei« 
ner als die Einheit ist, wird diese Folgerung statthaft sein. 

Um diesen Fall herzustellen, suche man aus der Gleichung (c.) den 
\Yerth von 42, so hat man: 

(ei n’)?Axr 
1 — o' (o' tn’) As a 
Damit nun a2<{1 sei, muls man die Ungleichheit haben; 


(ee + ar <1—p (et m)ar, 


ab am 





oder 
1 
(d.) Lr<SCHhTaytotlettEan 
ist man nun in der Bestimmung einer Wurzel x, nach der Methode der 
Kettenbrüche, zur Gleichung («.) gelangt, so ist der genaueste Werth von 


x der Bruch are Wenn daher 





0 
u 
angenommen wird, so hat man, mit Zuziehung der Gleichung (a.), 
1 
ax = 


e@i+n)* | 
Die von Lagrange durch A und A angedeuteten Grenzwerthe yon 
x liegen im Allgemeinen nicht so nahe dem wahren Werthe von x als 


OÖ . ”. . . 
der Bruch „* Die aus denselben für x entspringenden Fehler sind daher 





srößer als der eben gefundene Bruch -„ und dieser Bruch ist 


1 
e (et) 
endlich größser als der Bruch in der Ungleichheit (d.). Daher kann vom 
Statthaben der Ungleichheit (d.) bei der Annahme x=X oder z=A um 
so weniger die Rede sein. 


Zürich den 1. Mai 1837. 
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8. 


Ueber die Reduction der Integration der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen ir- 
send einer Zahl Variabeln auf die Integration eines 
einzigen Systemes gewöhnlicher Differential- 
gleichungen. 
(Ven Herrn Prof. C. G. J. Jacobi zu Königsberg io Preufsen. ) 





u. 


1. 

Professor Hamilton hat in zweien Abhandlungen in den Philos. Transact. 
vom J. 1834. P. II. und vom J. 1835. P. I. das merkwürdige Resultat gefun- 
den, dafs in den Fällen der Mechanik, in welchen der Satz von der lebendi- 
gen Kraft gilt, sich die Integralgleichungen der Bewegung, eben so wie die 
Differentialgleichungen in der ihnen von Lagrange gegebnen Form, sümmt- 
lich durch die partiellen Differentialquotienten einer einzigen Function dar- 
stellen lassen. Der Gang seiner Betrachtung ist ungeführ der folgende. 

Es seien die Differentialgleichungen der Bewegung eines Systems 
von z materiellen Puncten, welche den Bedingungen 7=0, F,=0, ... 
unterworfen sind, 


d’r; . oU 
un ae. tr Fr dar ne 


d’yi Er oU oF 
ar öyi ki, Sal 


Te 

ml = 545 Str 
in welchen Gleichungen dem Index 7 die Werthe 1, 2, .... n zu geben sind, 
und 7; die Masse eines Punctes bedeutet, dessen rechtwinklige Coordina- 
ten &;, Yi, %; sind. Dies ist die Lagrangesche Form der Differential- 
gleichungen, welche ihnen in allen Fällen gegeben werden kann, in wel- 
chen der Satz von der lebendigen Kraft silt: 

ds; dy;\? dz\° 
erde =trn 
wo h eine Constante. Die Grölsen A, A, etc. sind der Symmetrie wegen 
Creile’s Journal d. M. Bd, XVIM. It. 2. 13 
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eingeführte Factoren, welche vermittelst der Bedingungsgleichungen elimi- 
nirt werden müssen. Die Function U, deren partielle Differentiation die 
angebrachten Kräfte giebt, will ich die Kräftefunction nennen. 

Hat man die aufgestellten Differentialgleichungen vollständig inte« 
grirt, so kennt man die 37 Coordinaten als Functionen der Zeit und der 
willkührlichen Constanten. Es werden diese \Werthe in die Kräftefunction 
U substituiert, und ihr partielles Diflferentiale nach einer der willkührlichen 


Constanten, die ich & nennen will, so hat man 








© U Zu S [> U 0%: ee U Ö Vi n- E: | 
da 0x; da Oyi "de I 
an d’x; 0%; x 3 ei d?z; Oz; 
——, au M; r\ . “\ a 2 ° n b) 
di 0% dı? da dt (0 


da die in A, A,, »... multiplicirten Ausdrücke wegen der Bedingungs® 


gleichungen verschwinden. 
Den letztern Ausdruek kann man auch so Pc Te 

















dSm ‚(a dx ı dyi oyi + Oz 
oU dt "da dt 'd« ar 
R?; u dt 
um + + ee] 
Lot’ dadt ot dadt ot'’dastl]” 


Der zweite Theil des Ausdruckes rechter Hand vom Gleichheits- 
zeichen lülst sich ebenfalls als ein partielle, nach « genommenes Diffe- 
rentiale darstellen: Zur. P 

1 023m; hal Fe. 472 
ui Ö 147 ? 
wodurch die vorstehende Gleichung sich in folgende verwandelt: 


dx.2. dyr.2 9z.? 
ıS ve } Y; br )] 
|v+: Fr (7 + ot ” ot /. 

















0% 
< O2 0 oy; Oyi dzi 02i 
dm; 1. FE FI 
BEN ot 0% cl 00 ot "de. 
Bu » 
dt 


Diese merkwürdige Gleichung ist den Analysten, welche sich mit der Va- 
riation der Constanten in den Problemen der Mechanik beschäftigt ha- 
ben, nicht entgangen. Es folgt daraus mit Leichtigkeit eines der Haupt- 


theoreme dieser Theorie. Setzt man nämlich 


cox BE x ey / Oz a ei 
mu — —— -— m — (u 
ot ı 9: er: ’ 
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so dals die vorstehende Gleichung wird: NEIN 
‚ exi ‚07; 7 C 
SU +FEm a ty? +] _ EM [tn +e 2] m 
017) dt ’ 


und bedeutet ß irgend eine zweite willkührliche Constante, so sehen wir 
dafs die beiden Ausdrücke 


mtr) Emlegtn +] 
di | 
die partiellen Differentialquotienten eines und desselben Ausdrucks 
U+3Zm(2’+y’+:') 
sind, das eine Mal nach «, das andere Mal nach 5 genommen, Es wird 
also das Differential des ersten Ausdrucks nach 3 genommen gleich dem 
Differential des zweiten Ausdrucks nach & genommen sein, welches nach 


Weglassung der sich ar Aahenden Terme die Gleichung giebt: 











3 ———__ 


























oy; Oy, „Oz; Oz, 
"0@ + u el 
dt 
ox Ox, , 0Oy; 09y; Oz Oz, 
Dir 53 er a: 5] A 
dt 
Diese Gleichung eg dafs der Ausdruck 
N Me +7 { ng u =.m, Pr ” rn. 2 ee =] 
oß d« ß'oda oB ca ca cp ac oa 'c 


von £ REN: oder eine blofse Constante ist, welches u berühmte 
Lagrangesche Satz ist. Man beweist auch noch leicht, dals wenn ‘y irgend 
eine dritte willkührliche Constante ist, und man jenen Ausdruck mit (a, £) 


J 


bezeichnet, die Gleichungen Statt finden: 
(2, 0)=0, „PH PBa)=0, 
© (ß, y) (7, c) + ce (@, 9) un üb 


- 


ou oß 07 


Aber Flamilton zieht aus der Gleichung, welche wir fanden: 


. 


> m: Ann, ‚oyi Abe 
eIY + | 413m, ‚(0 +Yy?’+:)] _ dm, (x : pr +Y; De az 2) 




















#177 dt 
neue Vortheile durch folgendes Verfahren, welches eben sowohl durch die 
Methode als durch die Resultate, zu welchen es führt, höchst bemerkens- 
werth ist. Setzt man nämlich: 


+ 
«> 
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e ‘3 ı2 [71 j 
5 = / U+32m(e+y’+z)]dt, 
so ist nach der bekannten Regel der Differentiation unter dem Zeichen: 


88 _ p'8[U-+2Zm;(&? +y”+2P)] 
al - 





ou 
oder der obigen Gleichung zu Folge: 


(2 32: ‘ 6) i N nz; 
28 ER dsm;( yizz +22) 
= dt. 





—. 


0% 0 dt 

Sind @, 5, ce die Anfangswerthe von x, y, £ und a’, b’, c’ die Anfangs- 
werthe von x’, y', x‘, oder diejenigen Werthe, welche dem Werthe 2=0 
entsprechen, so giebt diese Gleichung : 
D ‚ex; ıOyi ı 02 ; ; 
ae Emirate) em ige rt ze). 

Die Function S ist eine Function von f und den ie Con+ 
stanften; sie wurde dadurch definirt, dafs ihr nach Z genommenes Dille- 
rentiale gleich ist der Summe der Kräftefunction und der halben leben- 
digen Kraft. Die vorstehende Gleichung lehrt auch ihr Diflerentiale fiu- 
den, wenn man blofs die willkührlichen Constanten als veränderlich be- 
_ trachtet. Bezeichnet man nämlich durch die Characteristik 0° das Diffe- 
rentiale, welches man erhält, wenn man gleichzeitig alle willkülrlichen 
Constanten ändert, £ aber ungeändert lälst, so giebt die vorstehende Glei- 
chung, wenn man sie mit ©a multiplieirt, und die Summe aus allen äbn- 
lichen bildet, die man für jede der willkührlichen Constanten erhält, 

8 = EZmla;t'a; + yi0’y; + 2,03) —Zm;(aid’a,+b;0'6;4+ 6,0’ c;). 
Dies ist das vollständige Differential von S, wenn man Z constant setzt, 
und es als Function der willkührlichen Constanten betrachtet. 

Ist das System ganz frei, so hat man 6 willkührliche Constanten, 
als deren Functionen S und die 6 Grölsen x, y, 2, a, b, c betrachtet werden. 
Vermittelst der Integralgleichungen kann man die 3r Grölsen «a, 5, ce durch 
diese 6 2 Constanten ausdrücken, und die 3r Grölsen x, y, = durch diese 
Constanten und die Zeit {. Man kann daher auch die 6 r willkührlichen Con» 
stanten als Functionen der Zeit und der 67 Grölsen x, y, 2, a, b, c betrachten, 
wodurch auch S eine Function der Zeit £ und der 6 z Grölsen x, y, 2, a, b, c 
wird. Nimmt man in diesem Sinne die partiellen Differentialquotienten 
von S, so giebt der vorstehende Ausdruck des vollständigen Dilferentials 
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von S, sogleich seine nach den Größen x, y, 2, @, b, c genommenen par- 
tiellen Diflerentiale, nämlich : 


’»:' { os _ } 
—— 
os ' os N 
dyi = my; db; zB — m;b; 
0S __ ia 0S __ ’ 
een: dc iR 


Die vorstehenden 6 z Gleichungen kann man als die vollständigen 
Integralgleichungen der vorgelegten Aufgabe betrachten, und zwar sind 
die Gleichungen links die 37 Integrale erster Ordnung (welche Hamilton 
auch Zwischenintegrale nennt), die Gleichungen rechter Hand, die 
3r endlichen Integrale selber. 

Ist das System nicht frei, sondern sind die & Bedingungen gegeben, 

Fa0 A, =D .„.sso. a 7,20 
welchen die Puncte desselben Genüge leisten müssen; so kann man die 
3r Functionen x, y, 5, welche man sucht, auf 32—% reduciren, und 
braucht von den 3 Differentialgleichungen 2ter Ordnung nur 32 —# an- 
zuwenden» Man hat daher nur 62— 2% willkührliche Constanten, für 
welche man in den Ausdruck von S wieder die 3n—k Gröfsen, auf 
welche man die 3n Grölsen, x, y, x zurückgeführt hat, und ihre Anfangs- 
werthe, auf welche sich durch dieselbe Bedingungsgleichungen die 3n Grö- 
[sen a, b, € zurückführen lassen, einführen kann. Zu der Gleichung durch 
welche wir, wenn man / constant setzt, das vollständige Differentiale von 
S, im obigen Sinne genommen ausgedrückt haben, und welche sich auch 


so darstellen lälst, 
0S IS 
0=2 (— — m;z‘) 0x; +23 -- = 4 m; a;) da, 


L 


+ 3(S—my)öy+3 (+ mb)o0: 


OYi 
+ 2(—m:) 05 +3(5> + mc) dc, 
sind dann eben so k von den 3nDifferentialen Ox, öy, dx und 4 von 
den Differentialen da, 05, dc vermittelst der Bedingungsgleichungen zu 
eliminiven und die in die übrigen unabhängigen Diflerentialen multiplicir- 
ten Ausdrücke einzeln = O zu setzen. Bedeutet /” den Ausdruck von 
F, wenn man darin für die 32 Grölßsen x, y, = ihre Anfangswerthe a, b, c 
setzt, so bewerkstelligt man diese Elimination, indem man die # Gleichungen, 
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ceF oF OF. h 
3( +5, Oy +50) = of=0 
0%; z; 
r ° > . ® E3 0 [3 13 . P} . r Mr R 
und die # Gleichungen 
=3(—3e c;) =0fPP=0 
0a; 


jede mit einem Factor multiplieirt, zu der obigen Gleichung hingefügt, 
und diese Factoren so bestimmt, dafs die £ von den Differentialen dx, 
°y, @z, und die # von den Differentialen da, ©, dc, welche man elimi- 
niren will, verschwinden. Da nun auch die in die übrigen unabhävgigen 
Differentialen multiplieirten Ausdrücke verschwinden müssen, so erhält 
man, wenn man die Factoren mit A, Ayy sc; —A,—N .... bezeichnet, 
das System von 67 Gleichungen: 

















AF IF, 
’N;X%; = et? A ..:. 
, OF, 
MY; — :, N hr, Fr ..o0 
05 OF, 
m;2, = FERN du ö.. 
IN: = os A ET. 
re er ca; er ut 
a os or „or 
m,.b;: = -ıE N Er rs en an 
oF°’ no 'P 


mi= HN HN hen 


welche jetzt als die vollständigen NER mit Hinzuziehung 
der Bedingungsgleichungen 

FE m0 ZuEUn .... 

H=0 F=0(0,..+..+..:. 
zu betrachten sind. Die Multiplicatoren werden durch Auflösung einer 
gleichen Zahl lineärer Gleichungen gefunden, welche man dadurch erhält, 
dals man die vorstehenden Gleichungen in die folgenden durch Differen- 
tiation ans den Bedingungsgleichungen sich ergebenden substituirt. 
HE. ci un ER + :)=0 
dt 0x; T7,, Fi DIET 


dF, 0 r%- P.; Be, ; 
>= 3 (5— = IH z‘) = U, 


, L Di 
al 0 Yi’ Oz; 








“ v - . “ 5 . e .. 
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so wie die Gleichungen die man für £=0 aus diesen erhält, 














orF° or ,. oP° 
>( e n Bu 
. a; ” 7 ob; b, " O6; c) mo 
Egli 2.) 
(; —b - f — 
2(5- ( ob; ° u dc; “ " 
Ey . E - » ® . E} n ® E 


Wir sehen, wie auch in dem Falle eines nicht freien Systems die Inte- 
gralgleichungen eine ganz analoge Form mit derjenigen erhalten ha 
ben, in welche Lagrange die Differentialgleichungen der Mechanik 
gebracht hat, 

Wenn der Satz von der lebendigen Kraft gilt, so kann man die 
Function $ auch so ausdrücken: 


t ’ 3 ‘ 
s= S WW+ Em Hy H+En]d 
v2 
I Zm@ Hy + )dt—ht 
zu af Vatthi, 


wo Ah eine willkührliche Constante ist. Ich habe aber im Vorhergehen- 
den den Satz von der lebendigen Kraft nicht benutzt, weil diese Resul- 
tate, wie Professor Jfamilton nicht angemerkt hat, auf einen Fall ausse- 
dehnt werden können, für welchen dieser Satz nicht gilt, auf den Fall 
nümlich, wo die Kräftefunction aulser den Coordinaten noch die Zeit 
explicite enthält, wie z. B. wenn ein Punct ohne Masse von beweglichen 
Centren angezogen wird, deren Bewegung bekanut und gegeben ist. Ich 
werde diese Ausdehnung der Formeln, wo sie statthaft ist, allezeit au- 
geben, da der angegebene Fall der Mechanik in der That seine Änwen- 
dung findet. 


\ 


2. 

Die Definition, welche wir von der Function S gegeben haben, 
setzt die vollständige Integration der Differentialgleichungen des mechani- 
schen Problems bereits voraus. Die vorstehenden Resultate hätten dann 
nur das Interesse, das System der Integralgleichungen in eine merkwürdige 
Form gebracht zu haben. Man kann aber noch die Function 5 auf eine 
ganz verschiedene, und viel allgemeinere Art definiren. Ich werde 
mich im Folgenden auf den Fall eines ganz freien Systems beschränken; 
den Fall, wo irgend welche Verbindungen und Bedingungen zwischen 
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den Puncten Statt finden, werde ich in einer spätern Abhandlung wieder 
aufnehmen, deren hauptsächlichste Resultate ich bereits an einen andern 
Ort mitgetheilt habe. 

Wir betrachten S wieder als Function der Zeit, der Coordinaten 
der Punete und ihrer Anfangswerthe. Differentiiren wir ‚$ vollständig 
nach der Zeit, indem wir auch die Coordinaten als Functionen der Zeit 
betrachten, so erhalten wir, der ap von S zufolge: 

dS 


entsetzt) = Ur3Emle hy? +rt 


Hieraus folgt, da 
a: U; . PRPSREEE U... ı, Be 


u dr Ten ey? MTm 0’ 
der Ausdruck des partiellen Differentiales von S nach 7 genommen 
es 


Fr U—:1Y.m(c +y?’+:%), 
welcher Ausdruck sich, wenn Z nicht # explieite enthält, also der Satz 


von der lebendigen Kraft gilt, in folgenden vereinfacht, 
ds 
ot 
wo / eine willkührliche Constante ist, 


= —, 


DS 
.. © 
Man erhält aus dem Ausdrucke von 37 auch folgende Gleichung: 


lH +] = 


und dieses ist eine partielle Differentialgleichung ainfer Ordnung, welcher 
die Function $S Genüge leisten mufls. Die Function S, wie sie oben defi- 
nirt worden, ist eine vollständige Lösung der partiellen Differentialglei- 
chung erster Ordnung, indem sie aufser einer Constante, die man offen- 
bar zu ibr noch hinzufügen kann (da nicht die Function selber, sondern 
nur ihre Differentialquotienten in der Gleichung vorkommen), 3 2 willkühr- 
liche Constanten, nämlich die Anfangswerthe der Coordinaten enthält, und 
die Zahl der unabhängigen Variabeln ebenfalls 32-1 beträgt, Ich will 
einen Augenblick bei der Natur der verschiedenen Lösungen einer partiel- 
len Differentialgleichung erster Ordnung verweilen. 

Man nennt nach Lagrange vollständige Lösung einer partiellen 
nicht lineären Differentialgleichung erster Ordnung eine solche, welche eine 
gleiche Zahl willkührlicher Constanten enthält, wie die Zahl der unabhän- 
gigen Variabeln beträgt, weil man vermittelst der, nach diesen genomme- 
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nen partiellen Differentialquotienten der gesuchten Function eine solche 
Zahl willkührlicher Constanten eliminiren kann, und im Allgemeinen keine 
grölsere. Kennt man eine vollständige Lösung, so kann man daraus 
alle übrigen Lösungen ableiten, deren die partielle Differentialgleichung 
fähig ist, und welche einen sehr verschiedenen Charakter haben. Man 
nimmt zu diesem Ende eine Anzahl willkührlicher Relationen zwischen 
den willkührlichen Constanten an, oder was dasselbe ist, bestimmt einige 
derselben als willkührliche Functionen der übrigen, differenziirt nach die- 
sen, als unabhängig betrachteten willkührlichen Constanten die vollständige 
Lösung, und setzt die genommenen partiellen Differentialquotienten einzeln 
==0; wenn man dann vermittelst dieser Gleichungen die willkührlichen 
Constanten aus der vollständigen Lösung eliminirt, so erhält man die neue 
Lösung, welche man, da sie willkührliche Functionen enthält, nach 
Zugrange eine allgemeine Lösung nennen kann. Diese allgemeinen 
2,ösungen haben aber einen ganz verschiedenen Character nach der Zahl 
der willkührlichen Relationen, welche man zwischen den willkührlichen 
Constanten annimmt. Wenn 2 die Zahl der unabhängigen Variabeln 
und also auch die Zahl der willkührlichen Constanten ist, so hat man 
mn —1 Classen allgemeiner Lösungen, je nachdem man 1, 2,.... oder 
m—1 Relationen zwischen den 2 Constanten annimmt, und dann wie 
oben verfährt. Die allgemeinste Lösung ist diejenige, bei welcher nur 
eine Relation zwischen den Constanten angenommen, oder eine als Func- 
tion der übrigen angesehen wird. Der Grad der Allgemeinheit verringert 
sich mit der Zahl derjenigen willkührlichen Constanten, für die man will« 
kührliche Functionen der übrigen setzt. So ist es allgemeiner oder lälst 
mehr willkührliches zu, eine willkührliche Constante als willkührliche Func- 
tion der n—1 andern anzunehmen wie in der allgemeinsten Lösung, als 
zwei willkührliche Constanten als willkührliche Functionen der m — 2 an« 
dern anzunehmen, wie in der nächst folgenden Classe allgemeiner Lösun- 
gen. Denn denkt man sich eine willkührliche Function von m —1 Grö- 
fsen nach den Potenzen von einer derselben geordnet, so sind die Co@i- 
fieienten willkührliche Functionen von m —2 Gröfsen, so dals eine will- 
kührliche Function von 2 —1 Grölsen unendlich viele Functionen von 
m—2 Grölsen umfalst. Als Grenze dieser Classen allgemeiner Lösungen ist der 
Fall anzusehen, wo man zn Relationen zwischen den n Grölsen annimmt, oder 
diese als Constanten betrachtet, was aber die vollständige Lösung selber ist. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XYIL Hf.2. 14 
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Da die verschiedenen Arten Lösungen, welche ich allgemeine Lö- 
sungen genannt habe, willkührliche Functionen enthalten, so kann man 
sie so particularisiren, dals sie jede beliebige Zahl willkührlicher 
Constanten enthalten, denn in jeder willkührlichen Function kann man 
so viel willkührliche Constanten anbringen, wie man will. Giebt man 
den willkührlichen Functionen zusammen 7z willkührliche Constanten, 
wenn n die Zahl der unabhängigen Variabeln in der partiellen Differen- 
tialgleichung ist, so kann man jede particularisirte allgemeine 
Lösung mit z willkührlichen Constanten ebenfalls als eine 
vollständige Lösung ansehn, aus welcher man eben so wie 
aus der vollständigen Lösung, von welcher man ausgegangen 
ist, alle Arten Lösungen, deren die gegebene partielle Diffe- 
rentialgleichung fähig ist, ableiten kann. Man kann auf ähn- 
liche Art jede allgemeine Lösung so particularisiren, dafs daraus eine Lö- 
sung wird, die zu einer minder allgemeinen Classe gehört. Hat man z.B. 
eine Lösung, in welcher # Grölsen als willkührliche Functionen der m —& 
andern vorkommen, und ist />%, aber zugleich /<<z, so kann man diese 
k willkührlichen Functionen von m—k Grölsen so particularisiren, dals 
darin so viel willkührliche Functionen von 2 —/ Grölsen vorkommen, 
wie man will; und nimmt man für diese # willkührliche Functionen par- 
ticuläre Formen, in denen / willkührliche Functionen von m—/ Grölsen 
vorkommen, so kann man diese Lösung als eine solche betrachten, die 
zu einer minder allgemeinen Classe gehört, und die man aus der vollstän- 
digen Lösung erhalten kann, wenn man darin / willkührliche Constanten 
als willkührliche Functionen der übrigen betrachtet, und für diese solche 
Functionen setzt, dals die nach ihnen genommenen partiellen Differential«- 
quotienten der vollständigen Lösung verschwinden. 


3. 
Nachdem ich diese bekannten Betrachtungen vorausgeschickt habe, 
kehre ich zu der hier vorliegenden partiellen Differentialgleichung zurück: 
3 22.9512 S\? 
Te a Ed Ek 
von welcher die Function 5, wie sie oben definirt worden ist, wenn man 
noch eine willkührliche Constante zu ihr addirt, ein vollständiges Integral 
ist. Da es aber unendlich viele vollständige Integrale derselben partiellen 
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Differentialgleichung von der verschiedensten Form giebt, so ist die Funo= 
tion S durch die partielle Diflerentialgleichung, der sie Genüge leistet, 
noch nicht bestimmt. Gleichwohl ist das System der 32 gewöhnlichen 
Differentialgleiel: - :g der Bewegung durch die eine partielle Diffentialglei- 
chung vollständig ersetzt. Denn es läüfst sich leicht zeigen, dafs jede 
vollständige Lösung derselben hinreicht, um sämmtliche Integralgleichun- 
gen der Bewegung daraus abzuleiten. 

In der That sei $ irgend eine vollständige Lösung der partiellen 
Differentialgleichung 


SH] = 2 


Da die Zahl der unabhängigen Variabeln hier 32-1 ist, nämlich 
die Zeit Z und die 3 Coordinaten, so muls die vollständige Lösung 32 +1 
willkührliche Constanten enthalten, von denen man sich immer eine mit 
$ durch blofse Addition verbunden denken kann. Es seien 4, &, .. 

- On, die 32 übrigen, und f,, Ps »-» + ß, andere willkührliche Con- 
stanten, so will ich zeigen, dafs folgende 32 endliche Gleichungen zwi- 
schen den 3r Coordinaten - m z; und der Zeit £, 














os oS 
2 =ßı; 2 =D... ES u Ps. 
immer dem vorgelegten System gewöhnlicher Differentialgleichungen : 
dx; oU d’y; eU ed? z; oU 
BE m nn Mur En. MDB un 
dt wi di* Oyi di Oz; 


Genüge leisten. 
Differenzürt man nämlich die gegebenen endlichen Gleichungen, 


wodurch die willkührlichen Constanten fı, a5 :««» Aa, von selber ver- 
schwinden, so erhält man die 3 Gleichungen: 














er i 
d.y2 825 . 
0 = = 2 — Een + dar 3, PIE 
BL: 925 825 , 0°S 
[rt te): 


aus welchen man die Werthe von x&;, Y:, 2; durch Auflösung bestim«- 
wen kann. Vergleicht man aber diese 3 Gleichungen mit folgenden 
14 * 
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3 identischen ge Wr aus der gegebenen Gleichung: 
05 OS\? , (9S\? 
5 +32 162) ” (5) + (52) I» 
durch En Differentiation di di Ung vor. n a + 


d:S 1T 29? 5 0°S os 
0 auer + Emile am de + zeör It ga de ab 
08 
Oz; 






































0°S ö3S 9Ss 925 
ee EEE + ]; 
da, m. miLOa@, 0“; 2 da,0yi Oyi 00,032 ' 

0 vn 0°S EA 0oS 0:8 ZN 0°:S >] 
Ian O8 m; 003 er X g x; O%;, oyi oyi 003,0 ii 0: . 


so sieht man ohne weiteres, dals die gesuchten Werthe von x, Yi, % > 


welche die obigen Gleichungen erfüllen sollen, folgende sind: 
dzi__1 08 „_dyi__1 08 j dz;__1 08 


_— 








— — . —— 
» 





HT mom? de dt m oyi’ er mi; O3; 
Differentiirtt man die vorstehenden Gleichungen aufs neue, so er 


hält man die Gleichungen: 

















d’x; = >: 05 =] 925 
In = 7 —— 
’ dı* 0x; 0% + 5 x; oO + Özr Pass 

d’3 ol 0?S Pr a 0° De ron | ri 0°?S 
m. —— - 7%: u: . RER. 
.e “loynda* "09 Oo’ ap Oyidzk oyiot? 

d2z; Ar. 025 028 <i] 0°S 

—_ Pe 

N; —— =. x ee 
' dt* LO2; 0% it 0% iOYk a 02,0 ? 


wo man in den Summen rechts für k die Werthe 1, 2, .... z zu setzen 
hat, während Z unverändert bleibt. Wenn man in diese Gleichungen für 
x, Yı, %; die gelundenen Werthe substituirt, so verwandeln sie sich in 















































folgende: 
Fin d’x; _ o 1 | 0? 05 Pet 0°:S 2.4 0:5 ut 
ide "m Lloax;dar dar 0x; OYk en 0x; 0x 0x dx;dt - ’ 
ml: un st], 25.28 1 08,99, 98,95] 405 
* dı® m; Löyidak O&k Oyıoyrk OYyk oyıdz Oz oyi ct’ 
Bun d?z; 2 1 8 0° 8 05 as 6S S ie 08 >] Fr 
: m; LO2; 0X: Ok O2;0Yyk ÖYk 02:02 Oz 0:3; 0t 
Es sind aber die Ausdrücke rechts die partiellen Differentialquotienten de: 
Ausdrucks 
os 





Ta 3 

= 2 m —[( (2) +) . > (72) +5 TE 
nach x,, y;, z; genommen, wodurch wir die Ditlerentialgleichungen be- 
kommen: 
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a; oU dry. oUD, d?z; oU 
m; dt ox;? mn; di di b] mn; di 0:;? 
welches die vorgelegten Differentialgleichungen sind, Wir haben also fol« 


gendes Theorem. 
Theorem 


Es seien die Differentialgleichungen der Bewegung eines freien Sy- 
stemes von z materiellen Puncten folgende 3 Dillerentialgleichungen zwei- 


ter Ordnung: 





am OU day; _ OU deu U 
m; dız u 7 Mm; di dyi? ni : Anal: 77, 


wo U eine gegebene Function der 32 Coordinaten x, Yı, 215 X Yay 225 » 
o.e Xay Ya» %„ und der Zeit Z bedeutet, und für z alle Werthe 1, 2, ...: 7 
zu setzen sind; es sei ferner S irgend ein vollständiges Integral der par« 


tiellen PROFI 


2 S\? ) S\2 )S\2 
Str] 
+3 3; -[6 sc; « oyi ; Oz ’ 


welches aufser einer wi S blofs durch Addition verbundenen willkührlichen 
Constanten noch 37 andre willkührliche Constanten 

a 
enthalte: so sind die vollständigen endlichen Integrale der vorgelegten 
3n gewöhnlichen Diflerentialgleichungen 2ter Ordnung mit 6 willkühr- 








lichen Constanten: 
oS 08 0oS 
9, Buß, .... Z=p,, 


O6; O0; 


wo die Gröfsen 








Bı > ß: , tun 2 PB. 


neue 3r willkührliche Constanten sind; es sind ferner die nach den Coor- 
dinaten-Achsen zerlegten Geschwindigkeiten, 





« u 0oS ‘ 1 0S r 1 os 
’ m; 0x,’ Ji m; oyi’ . m; u 
R, 


Eine der vollständigen Lösungen der im Vorigen betrachteten par- 
tiellen Differentialgleichungen erster Ordnung ist die zu Anfang definirte 
Function 5, und zwar eine solche, in welcher die 3 willkührlichen Con- 
stanten, die 5 enthüält,-gerade die Anfangswerthe der 3n Grölsen x;, y;, 
z; sind, welche wir mit @;, Ö;, c; bezeichnet haben. Für den hauptsäch- 
lich vorkommenden Fall, welchen Hamilton allein betrachtet, wo die Kräfte- 
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function die Zeit 2 nicht explicite enthält, giebt derselbe noch eine zweite 
partielle Differentialgleichung erster Ordnung, welcher diese Function 8 
Genüge leistet. Für diesen Fall gilt der Satz von der lebendigen Kraft, 


welchen man so darstellen kann: 
T Y 3 ‚2 „'? Zu 7 [2 f ‘ 
U—-1Zm(a+y? +2”) = D,—4Em,(o? + +c2), 
wo wieder a«;, b;, c; die en von &;, Y;j, %; bedeuten, und 
U, der Werth von U ist, wenn man darin für x;, Yı % ihre Anfangs- 
werthe «;, ö;, ec; setzt. Es ist aber: 


as 5 2 ‘2 
= Ü—;3Zzm(e’+y?’+3), 


dt 
und daher, wenn der Satz von der lebendigen Kraft silt, auch 


os Pr 
a = Iı-rzmi(a+b’+ch) 
Für die Hamilton’sche Function $ wurde aber 


IE IS 88 
4 C i f Oi J 
m;a, = 7 m;b; = m: = — — 


da; ob, .. oc;? 


wodurch sich die vorstehende Gleichung in folgende verwandelt, 


0 S + 1 Tr Ö S 2 ) 5 ? d Ss 2 
— = U—723— & ) + (22) +(5)]- 
ot m; L\Coa; ob; ci 


Dieses ist die zweite partielle Differentialgleichung, welcher die Hamilton- 
sche Funetion S Genüge leistet, und wodurch sie von allen andern voll- 
ständigen Lösungen der ersten unterschieden wird. Aber wir haben ge- 
sehen, dafs jede vollständige Lösung dieser ersten durchaus hinreichend 
ist, um die sämmtlichen vollständigen Integrale der vorgelegten Differen- 
tialgleichungen der Bewegung zu finden. 

Ich weils daher nicht, warum Hamilton, um die vollständigen In- 
tegrale der vorgelegten Dillerentialgleichungen angeben zu können, die Er- 
findung einer Function 5, von 62 -+1 Variabelo, nämlich den 3r Gröfsen 
%;; Yi, %, den 3 Grölsen a;, 5;, c; und der Grölse ? fordert, welche zu 
gleicher Zeit den beiden partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 


ee] 
2 2.) +) +] = 





Genüge leistet, während es, wie wir gesehen haben, vollkommen hinreicht, 
irgend eine Function der 32 +1 Grölsen £, x;, Y;, 2; zu kennen, welche 
der einen Gleichung 
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rel rel] =r 


Genüge Ka und aufser einer mit ihr durch Addition verbundenen noch 
3r andere willkührliche Constanten enthält. Familton scheint mir da- 
durch seine schöne Entdeckung in ein falsches Licht gesetzt zu haben, 
aufserdem dals sie dadurch zu gleicher Zeit unnöthig complieirt und be- 
schränkt wird. Auch ist hier der Übelstand, dafs, da man eine Function 
nicht durch zwei partielle Diflerentialgleichungen definiren kann, denen sie 
gleichzeitig genügen soll, ohne zu beweisen, dals eine solche Function 
auch wirklich möglich ist, seine Theorie, wie er es ausgesprochen hat, 
nicht an sich, sondern nur mit dem Beweise, den er liefert, verständlich 
sein kann. Wenn dadurch, dals er gerade diese besondere Function $ 
nimmt, die willkührlichen Constanten die Anfangswerthe der Coordinaten 
und der nach den Goordinaten- Achsen zerlegten Geschwindigkeiten wer- 
den, so ist dies kein wesentliches Interesse, da die Einführung dieser Con- 
stanten die Form der Integralgleichungen in der Regel complicirter machen, 
auch man die vollständigen Integralgleichungen aus jeder andern Form 
in diese bringen kann. Vielleicht ist auch Pamilton dadurch, dafs er 
immer gleichzeitig zwei partielle Differentialgleichungen vor Augen hat, ver- 
hindert worden, die allgemeiner Vorschriften, welche Lagrange in den 
Vorlesungen über die Functionenrechnung für die Integration einer nicht 
lineären partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen drei Va- 
riabeln giebt, auf sein Theorem anzuwenden, wodurch ihm, wie ich in 
einer andern Abhandlung zeigen werde, Resultate von gröfster Wich- 
tigkeit für die Mechanik entgangen sind. Ich bemerke noch, dafs die 
Forderung, dals die Function $, nachdem sie der ersten partiellen Diffe- 
rentialgleichung genügt, noch der zweiten genügen solle, auch noch dadurch 
eine Beschränkung herbeiführt, dals sie den Fall ausschliefst, wo die 
Kräftefunction U die Zeit # auch explicite enthält, weil für diesen die 
zweite partielle Differentialgleichung nicht mehr gültig ist, 


HP 


Man kann der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, durch 
welche man das System der Differentialgleichungen der Bewegung ersetzt 
hat, verschiedene Formen geben, indem man theils für die zu suchende 
Function eine andere nimmt, theils die Variabeln ändert, Hamilton hat 
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mehrere Beispiele hiervon gegeben, von denen ich hier nur eines ausein- 
andersetzen werde, weil die übrigen von geringerem Interesse zu sein 
scheinen. 
Es sei: 
sZml[e, +y’ + ])— U=H, 
Wenn U nicht £ explicite enthält, also der Satz von der lebendigen Kraft 
gilt, so hat man 
H=h, 

wo / eine Constante. Es sei die Function 5 nach der von Hamilton 
gegebenen Definition bestimmt, und zu dem oben gegebenen Ausdruck 


e oS r . .. . ® mn « 
von 0'S nach — 41 hinzugefügt, so hat man das vollständige Differential 


von ö, wenn man allen 62-+-1 Gröfsen £#, x;, Yi, 3, Gi b;, €;, die es 
enthält, unendlich kleine von einander unabhängige Incremente giebt. Da wir 
ARE, 
Öt 
fanden, so wird, wenn man sich der Characteristik der Variationsrechnung 
bedient, diese vollständige Variation von S, 
0$ = — Hit+ Em [ai dr; +y:dy; + :;0z;] 
— Im;[eda +b;öb + c;0ec]. 
Man setze 
Y=S-4H.t, 
so folgt aus der vorstehenden Variation von S der Ausdruck der Varia- 
tion von 7, 
UV = öH + Em face; yoyı+ = 0z;] 
— ZEm;[ada; + 0; 0b; + c;db]. 
Denkt man sich vermittelst der Gleichung 


1 i 4) Ss 2 os - Ö h) 2 7 
a ee hundhr a ker und] 
BT u k = y (5) + [IE =) | U—mh, 


die Grölse ? aus S eliminirt, so wird S und mithin auch 7 eine Func- 
tion von Z, den 3 Grölsen &;, y;, 5; und.den 32 Größen a@;, d;, c;, und 
die vorstehende Gleichung giebt den Ausdruck von 07, durch die Varia- 
tion dieser 62-1 Grölsen. Betrachtet man daher 7 als Function von 
FI, den Coordinaten x;, Y;, x; und ihren Anfangswerthen a;, b;, c;, so 
werden die partiellen Differentialquotienten von 7 nach diesen Gröfsen 
genommen: 
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BR; m 

- Aaslle 
oV u eV ’ 
Er A u en, 
or — m;y; er = —m.:L‘ 
dyi . Ob; m. 
a = mx, m = —m;c, 


Diese Werthe . ( Zn ZONE 


+) +9] =7+a, 


wo man, wenn U mr t ji enthält, in U für £ das partielle Difie- 





rentiale Ga zu setzen hat. Wenn aber, wie es insgemein der Fall ist, 


ZU nicht # explicite enthält, sondern eine blofse Function der Coordinaten 
ist, so enthält die partielle Differentialgleichung das partielle Differential 
von U nach I] genommen gar nicht, weshalb /7 bei ihrer Integration 
als Constante betrachtet wird. 

Wenn Z nicht £ explicite enthält, also 7/ eine Constante ist, so 
hat man, wenn man für 5 die Hamilton’sche Function nimmt, 


F=S-+Hti = / [H+3Zm;(«‘ +y?° +2”) + Dat, 
oder da il N Z i 
= 3Zm.(a’ ty: +3’)—Z, 
wird 
af Em;a® ty? +z’)dt = 2H:+2 Dat 
In demselben Falle, wo F eine Constante ist, erhält man für 


t=(0 auch 
1_m(eÜ +40) = D,+H 


> [5 +) + (5) ]- In+H, 


welches eine zweite w. Differentialgleichung ist, welcher die Func- 
tion 7 Genüge leistet. Hamilton definirt die Function 7 durch diese 
beiden partiellen Differentialgleichungen: aber um die vollständigen In- 
tegrale der Differentialgleichungen der Bewegung zu finden, reicht es wie- 
der vollkommen hin, wenn man nur irgend ein vollständiges Integral 7 
der erstern kennt, 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XVIL Hil.2. 15 


oder 
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Wenn nämlich U die Grölse £ explicite enthält, so betrachte man 
irgend eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung 


=) + &+&)]=7-# 


Solche Lösung wird, 





y m 


wo, wie erwähnt, in U fur £ zu setzen ist Ta. 
da hier 52-1 unabhängige Variabeln sind, aulser einer mit 7 durch 
Addition verbundenen Constante, noch 37 andere &,, &ry «+++ Un, ent- 
halten. Die 37 endlichen vollständigen Integrale des Systems von 37 ge- 


wöhnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 














ma ED, ar EU, min &U 
'dı* 9x,’ ‚.- oyi’ ige O2,’ 
mit 67 willkührlichen Constanten, werden dann 
ar... 
ah Th ee Fri = Pans 


wo Ay Pas »* ++ ß5, die neuen 3 willkührlichen Constanten sind; die 
3n Zwischenintegrale mit nur 37 willkührlichen Constanten werden ferner, 


oV __ ) oV _ ’ A 
5 = M;X;; dy: = MY; pr = m; 
Die Gröfse H kann man in diesen Gleichungen vermittelst der Gleichung 
eV 
 =t 
coH 


durch Z£ ersetzen. Der Beweis hiervon ist ganz so, wie der für die Func- 
tion 8 geführte. 

Wenn aber die Function U nicht  explieite enthält, so enthält die 
partielle Differentialgleichung eine unabhängig Variable weniger, weil ZZ 
in diesem Falle eine Constante 4 wird; die Zahl der willkührlichen Con- 
stanten einer vollständigen Lösung ist daher, aulser der mit 7 durch Ad- 
dition verbundenen nur 32—1, die wir &5 dry «+ «« Gy, nennen wollen. 
Die 52 endlichen vollständigen Integralgleichungen der Be- 
wegung . dann: 


T_ß, ET FE u 


00 CO Oyn+1 
zu denen man noch die Gleichung 
eV 
am mir 
oh % 


zu fügen hat, woß,, fs «++: Bu, 7 neue 3r willkührliche Con- 
stanten sind, so dals hier wieder 62 willkührliche Gonstan- 
ten &ı, Ary ooae Ayoız Bıs Bas sr Rz A, 7 gefunden werden; die 








. 


8. C.G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen, 115 


3n Zwischenintegrale endlich werden wieder: 


oV m C" . cV ai m e oV m u 
ex; ı#ı9 Oyi iYiy Oz; — iwi® 


Der Beweis, der hier etwas modificirt werden muls, ist, wie folgt. 
Die Differentation der Fa 


V 
- = Pi 


2 &r 3 1473 
giebt folgende 32 — 1 Gleichungen 


0o?:V/ ” 0?V/ ‘ 0:V/ ‘ 
Sy tn stt: AI %j = () 








_ =»; “..., Z Ban 








00,0%; 00,0%; 
< 0o’V/ ‚ 0:7 0:7 w os 
u — + ehr a nen 0, 
OR,0&; 00,0Yi 00,0%; 


0?:V ’ 0o°V ‚ 0?:V 
„—— + —— +3) = 0, 


Oz 10%; © &3n-1 Oyi O C3n-1 02%; 


“ 
% 


M 











durch welche, da in ihnen kein Term vorkommt, welcher nicht in eine 
der 3n Gröfßsen x;, y;, 3; multiplicirt ist, die Verhältnisse dieser 3 2 Grö- 
[sen bestimmt werden. Differentürt man die gegebene partielle Differen- 


TI - Fr 


mi Oyi 
nach a, &ry » +++ Uno; So erhält man die 32 —1 Gleichungen: 


tialgleichung 




















[ar or, ar or, ar or_, 
> 5; da, 0x; Os; > oyi Oyi FE 02 05,1 c 
ı[ar_ 0, or or, ar or _, 
2 5; 00,0x, 0%; r I0,0yı PYi ' da,0dz Hal £ 








EN Be a BE er ]=o 
m; Ldaz-ı di 0x; ! Oam-ıdyi Oyiı |! Oayn-ıdz; O un 
Vergleicht man diese 32 —1 Gleichungen mit den vorigen 32 —1 Gleichun- 
gen, so sieht man zunächst, dals die 3 Grölßsen x;, y;, =; sich respective 
Ivo or ev 

’ midyi’ mid:i 





verhalten. Differentiirt man nur 








wie die 32 Grölßsen — 
mio; 


ferner die Gleichung: 





so erhält man: 


oe’ . nn 
[24 v4] = 1, 


oho&; 
und wenn man die gegebene nartiele Differentialgleichung partiell nach / 
15* 
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differentüurt: 


o?:F OoV Oo? vY id 92 v 
3 [55% "0x; uuir; Ohoyi ' er 7 kdg O2; z;] == 1, 


Vergleicht man diese beiden Bin mit einander, so sieht man, dals 


wenn sich, wie bewiesen worden, die 3n Grölsen x;, Yi, 2; respective 


. ar Er. 


wie die 3n Grülfsen m ea 2 We verhalten, die 32 Grölsen 
1 07 107 107 . n 
ar re ae auch respective gleich 
sein müssen, welches die 37 Gleichungen giebt: 
a 
Tut Tri Ti du“ 


Differentiirt man diese Gleichungen aufs neue, und setzt in den Differen- 
tialen für &;, Yi, 5; die VEDREHIIREER ne so erhält man; 











x, Yi, z; den 3r Grölsen 


9 












































PIE EN Fü + von + A 2 
ar mlinda 9x n OY 0x; 0x" 0x 
ern „tier Ta er ar, 0:7 Rn 
a m löydar dar ! Oyıdya Oyr ! Oyıdz dx]? 
„Fa sA[9#r7 er 02V AsdRt 02V pe 
i dt? — mr: LO:; 02% "Oak Oz; Oyk Oyk Oz; Ö x "Oz ? 


in welchen Summen z unverändert bleibt, während # die Werthe 1, 2,.... z 
erhält. Die Ausdrücke rechter Hand sind hier die partiellen Differential- 
quotienten des Ausdrucks 


HH] = D-i 


mk OICk Oyk 
nach x;, Y;, 5; genommen, Man kann daher dafür die einfacheren Aus- 


drücke setzen: 
d’ x; oU d’y; oU d’ x; oU 
/n; en” _— nn; P} 7 b) nn; 

dt” 0%; dt oOyi 


w 














welches die zu beweisenden Gleichungen sind. 


In den Anwendungen scheint die Function $ dann vorzugsweise 
brauchbar, wenn die Kräüftefunetion U die Zeit Z auch explicite involvirt. 
Dagegen bietet die Function 7 und die gleichzeitige Einführung der Gröfse 
H statt der Zeit £ grolse Vortheile in dem häufiger vorkommenden Fall, 
wo 2 eine blofse Function der Coordinaten ist. Denn da in diesem letz» 
tern Falle, vermittelst des Satzes von der Erhaltung der lebendigen Kraft 
I! eine Constante wird, so enthält die partielle Differentialgleichung eine 
Variable und die zu suchende vollständige Lösung eine willkührliche Con» 
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stante weniger. Die Function 7, welche Hamilton zur Erfindung der 
vollständigen Integralgleichungen der Bewegung fordert, und welche gleich- 
zeitig zweien partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung genügen 
muls, hat daher hier noch den wesentlichen Nachtheil, dals sie eine Grüße 
mehr als nöthig ist enthält, nämlich aulser % und den 3 Coordinaten 
noch ihre 3r Anfangswerthe, während man nur irgend eine Lö- 
sung der einen partiellen Differentialgleichung braucht, welche aulser A 
und den 3 Goordinaten 32—1 willkührliche Constanten enthält. 


6. 

Wenn die Kräftefunction die Zeit Z nicht explicite enthält, so 
kann man aus den Differentialgleichungen der Bewegung die Grölfse £ 
leicht herausschaffen, indem man sie als ein System von 62—1 Difleren- 
tialgleichungen erster Ordnung zwischen den 62 Variabeln x;, y;, z;, &; 
Yi, 5; darstellt. Nennt man nämlich 9,, 925 +++» 95. die Coordinaten der 
n Puncte, 91, 925 «* «+ 93 ihre nach den Coordinaten- Achsen zerlegten 
und respective mit ihrer Masse multiplicirten Geschwindigkeiten, so kann 


man die Differenzialgleichungen der Bewegung: 

d’ a; oU d’y; oU d?’z; euU 
ide — 9m? en oyi? u. di* 0%; 
durch die Proportion darstellen: 

dg,:dgzee 00:2 dgm2dgiidgz....:dg, = 
E Vo, 5 ui 30 OU 
er Rn ae Fe ade FT 
wo von den Grölsen Ws Hy «+++ Un Je drei, die sich auf Coordinaten ei- 
nes Punctes beziehn, der Masse dieses Punctes gleich zu setzen sind, 
Diese Proportion vertritt die Stelle von 62— 1 Gleichungen; die Zahl die-= 
ser Gleichungen, so wie der Variabeln, kann aber noch um eine verrin- 


gert werden, wenn man durch den im gedachten Falle geltenden Satz 
der lebendigen Kraft: 
1 


(tet) —= U+h 
eine der Variabeln eliminirt. Hat man diese Gleichungen vollständig in« 
tegrirt, und dadurch alle 67 Variabeln 9,, 925 »»*» Qan» Qıa Pay vuon Qu 
durch eine von ihnen, z. B. 9, ausgedrückt, so erhält man schlielslich die 
Zeit durch eine Quadratur, vermittelst der Gleichungen : 


dqyr N 
di = u, [= U 58 











m 








dı " q\ 
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Um die von Hamilton angegebene Function 7 zu finden, braucht man 
diese Quadratur nicht auszuführen, sondern erhält sie ohne Z zu kennen, 
unmittelbar durch eine Quadratur, wenn man die 6 Variabeln Q1> 27 +*« 


“nu On» 915 929». 93, durch eine von ihnen ausgedrückt hat. Man kann 
nämlich die Function 


> "z ‘3 ı2 ‘ı2 i 1 42 1 3 1 ‘2 
J =/ zm;|«; +y; 1z/]dt =f 9: en, eh) 
auch so darstellen 
‚= (ndgıt g92dg2r... + 95,49) 


aus welchem Ausdruck f ganz herausgegangen ist. Wenn g° den Werth 
von 9, für 2=0 bedeutet, so dals 


= /. u ne 

Ir gr 

so hat man das Integral für 7 ebenfalls so zu nehmen, dals es für 9, =y} 
verschwindet. 


Das für Z angegebene Integral ist das partielle Differential des für 
7 gefundenen, nach % genommen, wie sich aus der Gleichung: 

Oh 
ergiebt. Durch solche partielle Differentiation eines Integrals nach einer 
Constante kommt man in der Regel wieder auf ein neues Integral. Es 
giebt aber einen sehr bemerkenswerthen Fall, welcher auch unter andern 
der Fall des Weltsystems ist, in welchem beide Integrale £ und / unmit- 
telbar auf einander zurückgeführt werden können. Dies ist der Fall, wenn 
die Krüftefunction eine homogene Function der Coordinaten ist. 

Es sei die Krüftefunction U eine Function der 3r Coordinaten 
X;, Yj, 5; von der Dimension e, so hat man bekanntlich: 


U OU U 
= |x a . | = 7, 


‚0x; CYi O2; 


=e 


und daher vermittelst der Differentialgleichungen der Bewegung 

R d’x; d? a? yi 6 FE 

Em|e GE +Y Yıız +2,22] == ed. 
Der Ausdruck linker Hand wird ein vollständiges Differential, wenn man 
dazu die lebendige Kraft 


S mi er Sr ade dh 2 
= m [2 dt "dt Er 7 Da Ur? 


addir. Man erhält re. durch Integration von {=0 bis t=!t: 
_ = , # f — 4‘ ‘ 4 1 
ma; ty; +5 ]—Zmle;e; +00; +c;c] = R+)f Ude +-Iht. 
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Es ist aber anderseits: 
v = /, Zul ty? +z]de=2/"Var+ 2a, 
und daher 
Smlaztyyts2]l—Eml[lad‘+bb+oc]= 
welches die Gleichung ist, vermittelst welcher die Functionen 7 und /{ 


auf einander zurückgeführt werden. Man kann aus dieser Formel, da 
der Theil linker Hand ein vollständiges Differential ist, auch noch das 


abermalige Integral 
rat 
finden. Setzt man 
R=Zm(ty'4:), Rei, 


und nennt /?,, RÜ die Anfangswerthe von /?, Zr’, so kann“ man die vor- 


stehende Gleichung auch so schreiben: 
R—R = 2! +9)/—2eht, 
woraus durch Integration: 
R—_R—Rt= Q+9J/ Parzen.t. 
Für den Fall des Weltsystems ist die Kräftefuncetion Y von der Dimen- 
sion —1, und daher e=—1. Man hat daher für diesen Fall: 
R' — ” — „+ Yht. 

Wenn die Kräftefunction von der Dimension —? ist, so kann man ver- 
mittelst der vorstehenden Formeln nicht mehr die Function 7 auf die 
Function f zurückführen, weil dann e&=—2, und daher der in 7 multi- 
plicirte Term verschwindet. In diesem besonderen Falle hat man aber 
zwei neue Integrale der Dillerentialgleichungen der Bewegung: 

R—R =4ht, R—-R—Ri= ht, 
welche zwei willkührliche Constanten Z,, A/ enthalten. Es ist dies der 
Fall, wenn das System materieller Puncte gegenseitigen Anziehungen un- 
terworfen ist, die sich wie die Kuben der Distanzen verhalten. 


2 





HE, y—cht, 


Setzt man für Z den Ausdruck 
oV 
On’ 
so hat man nach den obigen Formeln: 
R—R, = (2+)9—2chE, 


woraus durch Integration nach 4: 


u 








% 
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_ 2438 24: 
Sy "@—Ryoh=—2h "VAR, 
wo X eine von 7 unabhängige Größe ist. Kennt man daher 7 für einen 


speciellen Werth von 4, z.B. für A=0, so kann man 7 auch durch In« 
tegration nach 4 finden. Ist e=—1, so wird die obige Formel: 


SWR) = 2yhPU+K, 
Es muls hier A’— X, durch die Anfangs=- und Endwerthe der Coordina- 
ten und durch % ausgedrückt, und bei der Integration blols % als varia- 
bel gesetzt werden, 

Ich will bei dieser Gelegenheit noch folgende Bemerkungen hinzu- 
fügen. Man erhält aus den obigen Formeln das zweite Differentiale yon 
fi, nach der Zeit genommen, durch die Kräftefunction ausgedrückt ver- 
mittelst der Gleichung: * 

. 0 


: 7a = a2 r9d +22, 





oder wenn e = —1, . 

d’R 

3 FFE Ham U-42n. 
Nach einer bekannten, von Lagrange öfters angewandten algebraischen 
Umformung kann, wenn M die Summe der Massen, X, Y, Z die Coor- 
dinaten des Schwerpunctes bedeuten, oder 
MX=Zmas, MX=Zmy, MY=_Zm;z, 
die Gröfse MR folgendermalsen ausgedrückt werden, | 
MR= Zm,Zm,(x;+Yy; + :;) 
= Zmmle—) ty tet MPR+ I?’+-Z°), 
oder, wenn 7; die Distanz der Massen 7; und 77, bedeutet, 
MR = Zmmri PR +P+Z%), 

wo man die Summe auf je zwei Puncte des Systems auszudehnen hat. 
Der Schwerpunct eines Systems Körper, welche nur ihren gegenseitigen 
Anziehungen unterworfen sind, bewegt sich gleichförmig in einer geraden 


Linie, so dals 
X=ur+ß, Y=urtß, Zearttß. 
Man erhält daher für diesen Fall, wenn 


F=atar tan, 
vermittelst der angegebenen Umformung von MR die Gleichung 


Pi d’.2.mımir;; .- MU+4 ITdıh—Tr. 








“ di? 
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wo Y die Geschwindigkeit des Schwerpunctes bedeutet. Substituirt man 
den für das Newionsche Attractionsgesetz Statt findenden Ausdruck der 


Kräftefunction U, wie wir ihn oben gegeben haben, so hat man: 
m;my 


2 2 
am Ro _ m 
Mdt* Tr 


oder, da nach dem Satze von der lebendigen Kraft: 


Emile Hy? HN) 2ER — 2, 








T;,k 


die Gleichung 
d’Zmm;r;; mM; mM; 


ar = Em ty ta) MY 27 


Der Ausdruck 
1 3 2 2 . 7? 2 
Mimi 2 zm;/[«; +y:+=3)—-MXR+rP°+Z) 


ist gleich der Summe der Massen des Systems respective multiplicirt in 
das Quadrat ihrer Distanz von seinem Schwerpunct. Man beweist dies 
aus der vorstehenden Gleichung, indem man den Anfangspunct der Coor- 
dinaten im Schwerpunet annimmt, wodurch X =Y=Z=0. Eben so 


beweist man, dals 








zm(&’ +y? +2 )—M 
die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct ist, d. i. 
die Summe der Masse des Systems, respective multiplicirt in das Quadrat 
ihrer Geschwindigkeit um seinen Schwerpuncet. Wenn das System sta- 
bil ist, so darf der Ausdruck : 

Zmmiriis 

während zZ ins Unendliche wächst, weder unendlich noch O0 werden; wor- 
aus leicht folgt, dafs sein zweites Differential von keiner Zeit an immer 
dasselbe Zeichen behalten darf. Die beiden Gleichungen : 
I ae = 27 FA M=Em ty) ME 
lehren also, dafs, wenn die Bewegung um den Schwerpunct des Systems 
stabil sein soll, 1) die Constante 2%— MY’ negativ sein muls, 
d. h. weil 


2% ‚2 
d’Zmm,r;x m.m, 











m.m, 





MY = Emlar ty +) — MY—2E2TT, 


dals die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct im- 
mer kleiner bleiben mufs, als die doppelte Kräftefunction; 
Creile’s Journal d. M. Bd, XVII. Hft. 2. 16 


r 
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2) dals die relative lebendige Kraft um den Schwerpunct ab» 
wechselnd immer grölser und kleiner werden muls, als die 
Kräftefunction; 3) dals die Kräftefunction sowohl als die re» 
lative lebendige Kraft abwechselnd grölser und kleiner wer- 
den muls als die Constante Hy’—22. 

Wenn man die lebendige Kraft und die Kräftefunction in Reihen 
nach den Cosinus und Sinus von der Zeit proportionalen Winkeln ent- 
wickelt, so muls, wenn das System stabil sein soll, die Constante MY — 2) 
der wahre coustante Term in beiden Reihen sein. Denn ein von diesem 
verschiedener Wertli des constanten Termes würde in dem Ausdruck von 

zm; my r;% 
Terme erzeugen, die in das Quadrat der Zeit multiplicirt sind, und daher 
mit der Zeit in’s Unendliche wachsen, 


7. 

Um das Vorhergehende an einem Beispiel zu erläutern, will ich 
die Function / für einen einfachen und vielbehandelten Fall, die elliptische 
Bewegung eines Planeten angeben. Daman nach dem sogenannten Lam- 
bertschen Theorem den Ausdruck der Zwischenzeit # durch die Anfangs- 
und Endwerthe der Goordinaten kennt, so kann man dem vorigen $. zu- 
folge auch den Ausdruck für 7’ sogleich ohne eine neue Integration daraus fin- 


n j . dr : . . 
den. Es sei r der radius vector, r' = jp E die excentrische Anomalie, 


ro, 7, E, die Anfangswerthe von r, r', E; es sei ferner &? die anziehende 
Kraft für die Raumeinheit, e die Excentrieität, @ die halbe grolse Axe. 


Setzt man mit Gaufs (Theoria motus pag. 120) 
E—E, E+E, 
m 5 + pe G, 


Een 2 
und führt einen neuen Hülfswinkel % vermittelst der Gleichung 
e c0osG = cosh 








ein; setzt man ferner: 


! 


Iso, hg =E, 
so wird der Ausdruck der Zwischenzeit: 


k A . 
—t = ge —sine—(eE—sine), 
a? 


Der Satz von der lebendigen Kraft giebt: ’ 
1 


ia" +y"4) = rl): 
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so dafs die obige Constante ; hier >- und ”- die Kräftefunction U ist. 


Setzt man daher in der im vorigen $. gefundenen Formel 
R—_R = P+2ht, 
für Z, A ihre Werthe, 


_ k2 


R= r Ah = 
’ da’ 





so erhält man ' 
f Be 
V= ld Ah, 20 


Ich habe hier in den Ausdrücken von Y, R, 4 die Masse des bewegten 
Planeten, die eigentlich als Factor diese Grölsen officirt, da sie aus der 
Rechnung herausgeht, fortgelassen. 

Die bekannten Formeln der elliptischen Bewegung geben, 

rr = kya.esiul, 
und daher 
rr—r,r, = kya.e(sinE —sin E,) 
— Rkya.esing caG = Ikya.singceosh = Äyalsins—sine). 

Benutzt man diesen Ausdruck und den Lambertschen Ausdruck der Zeit t. 
so erhält man für / einen ganz ähnlichen Ausdruck, wie für /, 


V= kyals+sine—(e +sine)], 
” k? Pr * vr 
welcher sich von dem Ausdrucke von Zt nur in dem Zeichen der Sinus 


unterscheidet. Nennt man go die Sehne der-Bahn, welche den Anfangs« 

und Endpunct verbindet, so hat man nach den von Gaufs am angeführ- 

ten Orte gegebenen Formeln: 

r+ro+e —_ rtr—: 
4a 


a 
sn se = 
b) 2 Aa b] 








sin’ ice = 
wo 
Perry N=altyite, 
o° = (r—x,)+ v—y)+ (—2)". 
Vermittelst dieser Formeln wird 7, so wie f, durch die Coordinaten des 
Anfangspunctes und Endpunctes und die grolse Achse ausgedrückt. Der 
bier gegebene Ausdruck von 7 kommt mit demjenigen überein, welchen 
Hamilton auf anderm Wege gefunden hat. 
Wenn man in den angegebenen Ausdruck von / alle Grölsen au« 
[ser & und e variirt, so erhält man 
0V = 2kyalcos’te.de—cos?i 8 .de]. 
16 * 
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Es ist aber 
ör--ör.+öo 


. örtHör, — 6 
sin $ e 0087e.de = — ‚„ sinlecosiec.de — HIr— do 


4a 








Bemerkt man daher die Gleichung 

sintz(e—eE) __ — nn. 
sinZesinie ”  sintesinte’‘? 
sin$(cef+e) __ sin h 
sinZe sine ° sinlasinte‘? 








cotang ze — cotangze' = — 








I of um 
cotangzce-+ cotangze = 


so erhält man 





u. nme en ee 


2V asiu 38sin$ 


Für den Nenner kann man in diesem Ausdruck zufolge der obigen Formeln 


auch setzen: 


2yasiniesinge = Klebz) cl, 





Führt man in diese Formel den von beiden radii vectores r und r, gebil« 
deten Winkel ein, den wir mit Gaufs 2f nennen wollen, so hat man: 
"-+-r—0 = ?rr,cos2/f, 


und daher 


oz 


2yasintesinte = vr Fo) 
Hiernach erhalten wir für die hr von 7/ den Ausdruck : 


7 u kV a[snhdo—sing(ör-tör, 1, 
cosfV (rr,) 


in welcher Formel man auch einen der Winkel g, % durch den andern 
vermittelst der Gleichung 








e = Rasing sin), 
welche sich aus den obigen Formeln leicht ableitet, ersetzen kann. 

Der vorstehende Ausdruck der Variation von 7 ergiebt sogleich 
die Werthe der nach den Coordinaten» Achsen zerlegten Geschwindigkei- 
ten des Anfangs- und Endpunctes. Man erhält nämlich, wenn man p, 

", durch die Coordinaten ausdrückt, 


u oV kYa [== si F.. s] 
u ass cosfV (rr,) 0 n r ”. 








PR AA 157 5 | 
ya rn u - sin} — sing] > 
‚ BR: kVa 





u 
I 


re Fu ] 
-[ o ond]> 


Oz °  cosfV (rr 
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or _ kV a re . BOB 
ö "dx, —,., cosfV (rr,) o sin + sing], 


FE u 7% sin /ı +22 sing], 


FR or — eosfV (rr,) 0 
gr Zen 2 U Fuer = Va z—z,. Ba 
BR er | % sin /i -} sing]. 
Nennt man 5 die halbe kleine Achse, und bemerkt die von Gau/s 


ebenfalls gegebene Gleichung: 
sing = sinfy(rr,); 


p3 


b ” « 
und setzt den halben Parameter z=p, 0 leitet man aus diesen For« 





8 
| 











ır 


meln auch noch leicht die folgenden ab, 











k tane be ar ) 
4 1 : oO 
” 0 Vp 1 A 
ktang (2 te) 
d F — D . Ms 
Y—Yo Vp \r a 
k | z z ) 
_— o ng vVp r a I 


woraus nach einigen Reductionen: 

alt rt = 
welche Formeln ich ihrer Einfachheit wegen hinzugefügt habe, Ich be- 
merke noch, dals die Grölsen — En En a e- -- I — +5 gleich sind der 
Grölse 2cosf multiplicirt in die Cosinusse der Winkel, welche die den 
Winkel der radii vectores halbirende Linie mit den Coordinaten- Ach- 


sen bildet. 


Den für 7 gefundenen Ausdruck kann man vermittelst der Gleichung 
oe” __ 08V  _ 2a 97 


oh a, u a 7” 


9 
An 


E == 








prüfen. Nimmt man die partiellen Differentialen nach cz, so erhält man 
aus dem Ausdrucke 

V=kyals+sine —(e + sine‘)] 
die Gleichung : 














Ö de Ode 1 
I a| TPR. UM 240 22] 1y, 
> ya lcos 285, we, ar 
Aus den Gleichungen 
sin” Ice — r-tr, +0 sin? 1 g’ un rt-r,—o 
3 4a ’ 2 4a 


folgt aber: 
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y 2 nel 22 
: CL sın z3®& GE& sinig’ 
008 5,2. — = -, 0g€E.——= 2 
"da a a } a ’ 


wodurch die vorige Gleichung sich in folgende verwandelt: 
eV 


un k > r V k . . 
— = 7 (sine— sine) + >, = 597, [e— € —(sine—sine‘)] = 


Ca 


)*3 
Ja: 


was zu beweisen war. 

Die partielle Differentialgleichung, auf deren vollständige Integra- 
tion die Bewegung eines sich gegenseitig anziehenden und von festen Punc- 
ten angezogenen Systemes Puncte zurückgeführt werden kann, war 

1 [[er\®, (or eV 
lad ur 
Für unsern Fall folgt hieraus die partielle Differentialgleichung, auf deren 
vollstündige Integration die Bewegung eines Planeten um die Sonne zu- 
ruckkommt: 


5 (© —) + (=) + (5 ) ]> ö Iv=: = +-y°?+:°) 5.) .# (+3. 


Ich will jetzt zeigen, dafs der für 7 angegebene Ausdruck in der That 


dieser partiellen Diflerentialgleichung Genüge leistet. 


.. u ® ® PP r” D 
Benutzt man nimlich die oben für 7 ’ 0 } or 
02" oy" 0% 











gefundenen Wer- 
the, und bemerkt die Gleichungen : | 


(a) tyy—y)+z@-n)=r—rnoos2f, singt, 
. a 


- 


so erhält man 











eV E k’a [si 2 en vom Pe cos? f 
(2) + F) +6 ")]= cos? f.rr, un A} sin da a ]- 
Es ist aber 
in A-+sin’g = 2 sin? 5 eos? — + sin? 5 00s° —] 
/ ) 
=)? [sin’ > + sin’ =] — 4sin’ > sin’ . 


oder nach den oben angegebnen Formeln: 
r+r, cos?fırr, 
a 


a’ ! 





sin’A+sin’g = 


und daher 
c (sin? + sin’ g) — (r—r, cos? ® = r,cos?’f l? — =] . 


wodurch man erhält: 


IH - FE 
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wie verlangt wurde. Gleichzeitig sehn wir auf diese Weise, dals die für 
x', y', z gegebenen Werthe der Gleichung für die lebendige Kraft genügen. 
Für die parabolische Bewegung verschwindet die Constante, die im 


Satze von der Erhaltung der lebendigen Kraft zur Kräftefunction hinzu- 


kommt, oder es wird e=x, Die Winkel &, €‘, 4, £ werden unendlich 


1 on ._» 
klein, von der Ordnung ——-. Man erhält daher für diesen Fall aus den 





obigen Formeln: 


yvas=y(rtn+o), vacd=yY(r+n—0), 


ferner 


vole—sine) =:iyuo.e — r+r,+0o®, 
vel.—sine] = Ya. = [r+r,-+ e] :, 
wodurch die für / und i La DB Ausdrücken folgende Form annehmen: 
F=2hlve+n+gQ —Vert+n—9]; 
= [ir tn 49° (r+n—98], 
welches letztere der bekannte Ausdruck der Zeit in der parabolischen Be- 


wegung eines Kometen ist. Setzt man der Kürze halber: 


1 1 pr 1 ai 
ne nr Vemss Verren 


so erhält man hierans: 

- Fo ea], == 44 ], 
Pe ee 
!=Y =]: 4-8, 2=—-Z=:| 442]. 


- 











‘ 




















Hamiltor giebt Sie Ausdrücken von £ und 7 noch eine besondere Form, 
welche ich ebenfalls hersetzen will. Da nämlich &’ aus & erhalten wird, 
wenn ich —e statt e schreibe, so kann ich den Werth von 7 so aus- 


drücken: 
Y=k vef“ 


indem ich ae, r, r, als constant a nur 0 Bw der Integration als 
veränderlich annehbme. Da aber 








so wird 
in!e cos? Pr. wi 
a ce 4a’ 
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und daher 
r E ö 
et) x 4 BE — Min —— En -V| 4a | 
(1-7 cose 327 = 000 38 do 2asinze ge Fe . 
Hieraus folgt: 
+0 1 1 17 
Y=k | _ | Ö 
-— Lrfr te Aal °® 
2at Br; 


u 








+2 115 
k? da =; Ik- | °% 
welches die von Hamilton ee Ausdrücke sind. Setzt man in ihnen 
a =» oder negativ, so erhält man die Formeln für die parabolische oder 
byperbolische Beweguug. 
8. 

Nachdem wir im Vorigen gesehn haben, dals für den Fall der Be- 
wegung eines freien Systemes von z materiellen Puncten, auf welche nur 
innere Anziehungs= oder Abstolsungskräfte wirken, das System von 3n ge« 
wöhnlichen Diflerentialgleichungen zweiter Ordnung durch eine einzige par- 
tielle Differentialgleichung vollkommen ersetzt wird, von welcher man nur 
irgend eine vollstündige Lösung zu kennen braucht, so frägt sich, welche 
Mittel die heutige Analysis zur Auffindung einer solchen Lösung besitzt, 
und ob durch solche Zurückführung nach den bisherigen Kenntnissen etwas 
gewonnen ist. 

So viel mir bekannt ist, ist alles wesentliche, was man über die 
Integration der partiellen Differentialgleichung erster Ordnung weils, in 
demjenigen enthalten, was Lagrange darüber in seinen Vorlesungen über 
die Funetionenrechnung sagt, und in einer Abhandlung von Pfaff in den 
Abhandlungen der Berliner Akademie der Wissenschaften vom J. 1814. 
Lagrange beschränkt seine Untersuchungen auf die partiellen Differential- 
gleichungen erster Ordnung zwischen drei Variabeln, von denen eine als 
Function der beiden andern, welche als unabhängig betrachtet werden, zu 
bestimmen ist. Die Pfaffsche Methode, welche sich auf die partiellen Dif- 
ferentialgleichungen erster Ordnung zwischen jeder beliebigen Anzahl Va- 
riabeln erstreckt, habe ich im 2ten Bande dieses Journals auf eine etwas 
mehr symmetrische und übersichtliche Art darzustellen gesucht, ohne je= 
doch zu derselben etwas wesentlich neues hinzuzufügen. Pfaff verlälst in 
der angeführten Abhandlung den von Lagrange eingeschlagenen Weg, des- 
sen Verfolgung für mehr als drei Variabeln seiner Meinung nach unüber- 
steiglichen Hindernissen unterliegt, Er betrachtet die Aufgabe unter einem 
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ganz neuen Gesichtspunct als einen besondern Fall einer viel allgemeinern, 
deren vollständige lösung ihm gelingt. Es sei nümlich x eine Function 
der rn Variabeln x, X, «+++ &., und 2,5 Pa> +++. ?„ ihre nach diesen 
Variabeln genommenen partiellen Diflerentialquotienten, so ist eine Glei- 
chung von der Form 
OO = Ola, 01, Kayver Kun Pıs Pas» +++ Pr) 
der allgemeinste Ausdruck einer partiellen Diflerentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen 2-+1 Variabeln. Denkt man sich vermittelst dieser Glei- 
chung p, als Function der übrigen 2 Grölsen #, x, X2y ser. > Ps 
Pr3 #*.+ Pu bestimmt, so kommt es darauf an, die zwischen diesen ? r Grö- 
fsen Statt habende Gleichung 
de = pdatpdrz....+ Pr dan + pn dx, 
durch ein System von z Gleichungen zu integriren, Ist nämlich x eine 
Function von &,, X, «++. &,, so sind auch seine nach diesen Grölsen ge- 
nommenen partiellen Dillerentialquotienten ?,, P23 +++» ?„ Functionen der- 
selben, oder es giebt zwischen den 22 +1 Gröfsen x, #5, 225 2... 2,5 
Prs Pas «++. ?„ eine Anzahl von 2-+1 Gleichungen, von denen eine © =0 
gegeben ist, so dals also, wenn vermittelst dieser letztern Gleichung >, 
durch die übrigen Grölsen ausgedrückt wird, noch 2 Gleichungen zwischen 
den ?r2 Größsen &, &ıy Kay +. + &uny Pıs Ps». Pacı zu finden sind, 
welche der vorstehenden Differentialgleichung Genüge leisten müssen. Pfaff 
betrachtet die allgemeinste Form einer gewöhnlichen lineären Diiferential- 
gleichung erster Ordnung zwischen 2 Variabeln x, x, @2, »... Xanlıs 
o0= AXds+-X,dn tt... +, draız 
in welcher X, X,, .... Aa, beliebige Functionen dieser ?z2 Variabeln 
sind. Diese reducirt sich auf die vorige für den speciellen Fall, wo 
Aryı —— Ant .ıı.. — Bi pas 0, 
% X, X 


wenn man überdies statt — —, — x +++ — die Grölsen p,, ?:; : ». 


... ?,„ schreibt, von denen man P,5 P25 «+++ Pr_ı mebst &,, X «..: &,_, 
als die unabhängigen Variabeln betrachtet, und >, als eine gegebene Func« 
tion derselben, so dals also die Coefhicienten ?,, Pay «+++ 2. zu gleicher 
Zeit die Stelle der 2—1 unabhängigen Variabeln „11, Kurıs +s+* Kuno, 
vertreten. Pfajf stellt sich zunächst die Aufgabe, die 2z Variabeln durch 
eine derselben, z.B. x,._ı und durch 22—1 andere «,, Q, .... Qy_., 
auszudrücken, so dafs, wenn man die gegebene Differentialgleichung 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XYII. Hft. 2. 17 
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0 = Ädr + A,dz, + .... + X, da,.-ı 
durch diese neuen Variabeln darstellt, der in dx,,_ı multiplirte Ausdruck 
verschwindet, und in den in die übrigen Differentialen da,, da,, .... dln-ı 
multiplicirten Ausdrücken die Gröfse x,,_, selber nur in einem allen ge- 
meinschaftlichen Factor vorkommt, wodurch sich nach geschehner Divi- 
sion mit diesem gemeinschaftlichen Factor die Differentialgleichung auf 
eine andere, blols zwischen 22—1 Gröfsen @,, 0, ».:+ A, reducirt. 
Er zeigt, dals dieses immer möglich ist, und dafs man die zu machenden 
Substitutionen findet, wenn man ein System von ?2—1 gewöhnlichen 
Differentialgleichungen erster Ordnung, zwischen den 2? Variabeln x, x,» :. 
se Xnı, Welches er aufstellt, vollständig integrirt, und die Ausdrücke der 
willkührlichen Constanten durch x, &,5 ««.. X. 1, Wie sie sich durch die 
?n—1 Integralgleichungen ergeben, für die neu einzuführenden Grölsen 
Cs Ay ao. Ay, annimmt. Es ist so der merkwürdige Satz gefunden, 
dals sich jede lineäre gewöhnliche Differentialgleichung zwischen einer ge- 
raden Zahl Variabeln in eine andere transformiren lälst, welche nur die 
nächst niedrige ungerade Zahl Variabeln enthält. Aber es lülst sich nicht 
eben so eine lineäre gewöhnliche Differentialgleichung zwischen einer un- 
geraden Zahl Variabeln in eine andere transformiren, welche nur die 
nüchst niedrige gerade Zahl Variabeln enthält, sondern es ist hierzu, 
wenn es möglich sein soll, eine bestimmte Bedingungsgleichung zwischen 
den Coefficienten der Dillferentialgleichung erforderlich. Um daher das 
gefundene Theorem zu einer weitern Reduction anwenden zu können, 
setzt Pfaff eine der neu eingeführten Grölsen, z. B. a,,_, einer Constante 
gleich, wodurch die Differentialgleichung zwischen nur 22—2 Variabeln 
wird, die er nach derselben Methode auf eine zwischen nur 22—3 Va- 
riabeln 5,, d25 «... dans Feducirt, von welchen er wieder eine, z.B. b,._3; 
einer Constante gleich setzt und die Differentialgleichung die dann zwischen 
2n—4 Variabeln ist, auf eine zwischen nur ?2—5 Variabeln c,, ©; »-. 
reducirt, von denen er wieder eine z. B. c,._, einer willkührli- 


.o.. Con—5 


chen Constante gleich setzt, und so fort, bis die Aufgabe schliefslich auf 
die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen zwei Variabeln zurückkommt, deren Integration wieder eine 
willkührliche Constante einführt. Auf diese Weise integrirt Pfaff die vor- 
gelegte Diflerentialgleichung dadurch, dafs er nach und nach 2 Ausdrücke 
Oyn-ıy Oin-33 Crn-5 Ur 8 Ws, Willkührlichen Constanten gleich setzt, oder er 
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zeigt, dals sich jede lineäre gewöhnliche Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen 2 Variabeln durch ein System von z endlichen Integra- 
len, mit z willkührlichen Constanten integriren lälst. Kennt man ein sol- 
ches System, so leitet Pfajf' daraus die allgemeinste Lösung ab, mit einer 
willkührlichen Function von 2—1 Grölsen, indem er eine der willkührlichen 
Constanten die wir &5 Gay «+++ d, nennen woller, z.B. «, als willkührliche 
Function der übrigen setzt, und diese selbst als veränderliche Grölsen be- 
trachtet; man erhält dann eine Diflerentialgleichung von der Korm: 


Xdx u X,dxc,+ .... > FREE 7 = II, da I,.da,. ... E= BE. do... 13 
welche sich auf die gegebene reducirt, wenn man &,, lay «+. &,_, als 
Functionen von &, X, X, «+++ Xu, durch die 2— 1 Gleichungen: 


li, = 0, IL, = 0, Pre | EREE- ı 
bestimmt. Behandelt man nach dieser allgemeinen Methode die Gleichung: 


de = pda, + pda ....+ 9-1 dat p.da,, 
in welcher >, durch die gegebene partielle Differentialgleichung als Func- 
tion der übrigen Grölsen bestimmt ist, so erhält man z Gleichungen, die, 
wenn man daraus die n„—1 Grölsen ?,, Ps » ++» ?.-ı eliminirt, die ge- 
suchte endliche Integralgleichung geben. Dieses ist alles, was meines 
Wissens über die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung bekannt war, wenn die Zahl der Variabeln drei übersteigt. 


Von den 2 verschiedenen Systemen gewöhnlicher Diflferentialglei- 
chungen, welche man nach dieser Methode nach einander aufzustellen, 
und jedes vollständig zu integriren hat, einem von ?2—1 Diffe- 
rentialgleichungen zwischen 2 Variabeln, einem von 22 —3 Differential- 
gleichungen zwischen 22— 2 Variabeln, und so fort bis zu einer Diffe- 
rentialgleichung zwischen 2 Variabeln, kann nur das erste System allge- 
mein angegeben werden, weil in dieser Methode die Aufstellung jedes 
folgenden die bereits ausgeführte vollständige Integration des zunächst 


vorhergehenden Systems postulirt. Setzt man der Kürze halber 
ax. 9% 
(«, ) > O0 O0 ’ 
so wird dieses erste System gewöhnlicher Differentialgleichungen in der 
Form, auf welche ich sie am angeführten Orte (Crelle Journal B. Il. 
S. 353) gebracht habe, wenn man noch ein neues Differentiale d/V 


einführt, 








[17°] 
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4 dN == % (O,l)dx, +... + (O,22—1)dx.,-ı5> 
AÄ,dN = (1,0) dx 38 -4- ....t+ (122 —1)da.-ı> 
XZdN = (2,0)d=-+ R,l)dx, » 4... + (3,22 —1)d x-ı > 


X,.dN = (!nr—10)dx (In —1,1)de,+....+ # 
Aus diesen Gleichungen findet man die Verhältnisse von dx, dan, ...» 
. dx,,._,. Es sind in ihnen die Verticalreihen und Horizontalreihen der 


Coöffizienten respective einander gleich, aber entgegengesetzt, da 
(4, P) = — (a,ß), 


nach welcher Regel auch die Terme in der Diagonale alle verschwiouden, da 


(4,0) = 0; 
ganz wie es der Fall auch in den lineären Gleichungen ist, auf welche 
Laagrange und Poisson in ihren Arbeiten über die Variation der Constan- 
ten in den Problemen der Mechanik gekommen sind. Ich habe in die- 
sem Journal am angeführten Orte einige Betrachtungen über diese Art 
lineärer Gleichungen angestellt, welche sich inımer mit grofser Leichtig- 


keit auflösen lassen. 


Wenn man für X,+13 Kn+2 u nn Kon respective Pız Pa > u... Pami 
schreibt, und 


- 


Km, „ep, ii Augen A, = pn; 
A=—1 ’ Ar = Aut ee. Ani =0— 


setzt, so verwandelt sich das aufgestellte System Differentialgleichungen in 
folgendes: 


n 


© Pn 





— iN=— "Tri ds. 
OP 
pndN= dp, — a dx,» 
OPn 
ndN= dy — da, 
X 
Ö 
dam dns de, 
O ICn-1 
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OPpr 





0= — da — d&,, 


ar. 





u FRE OPn 
0= — dr, . dx, 


Ö 


I 


i Op 
— dx. En 27 
OPn-ı 


Aus diesen Gleichungen erhält man, wenn man für d/V vermittelst der 
ersten überall dx, einführt, und in der (z-H1)ten dx, .... dr,_,, 
dpıs »... dp,_, vermittelst der übrigen Gleichungen eliminirt: 














OPn 
da, = ir Pech 
Fe OPn 
de, = 5. dz,s 
ds, m zur ryehie 
OP OPr 
dp = [- or pi] Bi, 
dp = [Zu +2 pr Pr n|ax,, 
OPn © 
d Pr = [de +: en a Pr- | u ’ 
D Ö Op. 
gg ri Te, 
iu Pr r Op Fam © Pa—ı un 


Wenn die gegebene partielle ER 


CE EEE Pıye* ++ Pa) pe Ü 
ist, so werden 

















Op ep 
O2 u op ? Opi ee Be Zug 
OPn OPpn 


Die vorstehenden Gleichungen verwandeln sich daher, wenn man der 
Symmetrie wegen ein neues Differentiale d? einführt, in folgende: 
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7 GE ep dp, u op op 
dt öpı’ u Te ars. 
dx, __ 0 dp: __ 09 op 
Tr RETURN ER 
er er ae N A NE 
d£n __ 0p dprı __ 09 op 
re Tan U TEE 
dx op op NG 
ru tree > Pu Di 


Wenn die partielle Dilferentialgleichung die gesuchte Function nicht selber 


. O( ® . ® 
enthält, so wird — - —=0, wodurch in den Gleichungen rechter Hand die 


in diese Grölse multiplieirten Terme verschwinden. Wir wollen diese all« 
gemeinen Formeln auf die partielle Differentialgleichung 

1 I 9%, oV\? oV\? ö 

ae (5) + Ei + (55)] = U+h 

anwenden, in welcher die 3r Grölsen x;, y;, ; die unabhängigen Varia- 
bein, 7 die gesuchte Function, die in der partiellen Differentialgleichung 
nicht selber vorkommt, U eine blolse Function der Grölsen x;, Y;, &;, 
und A eine Constante ist. Setzt man 

ARE EEE we 

a 9 fin Tri 


so wird die partielle Differentialgleichung: 
1 [2 r 
0=P=3r 144] DV, 


und das Behufs ihrer Integration vollständig zu integrirende System von 





eo 


6n gewöhnlichen Dillerentialgleichungen erster Ordnung: 














de; __9p 1 dpi __ Op oU 
dt Sm mPin dad Is Im? 
1: FE dai __ op __0OU 
dt "bi m Tis dt” 9m Hy 
„RER: ;ı APR DO . dr: __ op _6 j 
dt ori m *? dt — du Gy’ 


welches, wie man leicht sieht, die Differentialgleichungen der Bewegung 
sind. Man kann nämlich jedes System gewöhnlicher Differentialgleichung 
der 2ten Ordnung als ein System von noch einmal so vielen Differential- 
gleichungen der Isten Ordnung darstellen, wenn man die Differentialquo- 
tienten der 1sten Ordnung als neue Variabeln betrachtet. So lassen sich 
für den hier betrachteten Fall, wenn man 
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dx; dy; dz; 
Pa TS ı eben, 
setzt, die 3 Differentialgleichungen der Bewegung, 
IE... OR oU d’y;__oOU du OU 
de 9° di? —"Oy;? i dt?® u; FE 


welche von der 2ten Ordnung sind, als ein System von 6 Differential- 
eleichungen 1ster Ordnung: 





da __ dyi__ dz; 

re U Pıs Er li ur rd) 
dp; __OU de _OU re: BR 
"Ta RT, dt o0yi’ de 92’ 


darstellen, welches die obigen Gleichungen sind, 
Will man die allgemeinen Formeln auf die andere Gleichung Ma- 


millons : u b 
rel] = 7 


ot Oyi Oz; 
anwenden, so hat man hier eine neue unabhängige Variable /; setzt man 











wieder 
88... os _ es _ 
x; Pin of in 
und das nach ? genommene partielle Differentiale 
DS 
Oi 
or = —J, 
ot 


so wird die partielle Differentialgleichung : 
1 wi 2 2 
= 22 ,, Pi +7, +r]—-— H—- U=%. 


Schreibt man in den allgemeinen Formeln d7’ für das dort eingeführte 
Differentiale di, da der Buchstabe / hier bereits in einer andern Bedeu«- 
tung vorkommt, so erhält man nach den allgemeinen Formeln die vori- 
gen Gleichungen, in welchen nur dZ’ statt di zu setzen ist, und aulser- 
dem noch die Gleichung: 


_ = tt — 1, oder dT’=dt, 
welche zeigt, dafs man genau wieder die vorigen Gleichungen, oder die 
Diflerentialgleichungen der Bewegung erhält. 

Wenn daher die Differentialgleichungen der Bewegung durch die 
neue Methode Hamiltons auf die Integration einer partiellen Differen- 
tialgleichung erster Ordnung zurückgeführt werden, so besteht, wie ich 


im Vorigen gezeigt habe, die ganze Kenntnils die wir bis jetzt über die 
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Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung wenig- 
stens für den Fall von mehr als drei Variabeln besitzen, darin, die Inte« 
oration dieser partiellen Differentialgleichung wieder auf die Integration 
der Dilferentialgleichungen der Bewegung zurückzuführen. Ja es ist die 
vollständige Integration der Dilferentialgleichungen der Bewegung nach 
der von mir auseinandergesezten Pfaff’schen Theorie nur ein erster Schritt 
zur Integration der partiellen Differentialgleichung; indem zufolge dieser 
Theorie nachher noch eine Reihenfolge von Systemen gewöhnlicher Diffe- 
ventialgleichungen zu bilden und jedes vollständig zu integriren ist. Man 
muls daher im umgekehrten Sinne sagen, dafs es eine wichtige Bemerkung 
Hamilton’s ist, dals die Integration der von ihm aufgestellten partiellen 
Differentialgleichungen nur auf die vollständige Integration der Differen- 
tialsleichungen der Bewegung zurückkommt, und es keiner weitern Inte- 
gration von Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen dazu bedarf. 

Diese Bemerkung Hamilton’s gewinnt noch dadurch an Wichtig- 
keit, dafs sie sich mit Leichtigkeit auf alle partiellen Differential- 
eleichungen erster Ordnung ausdehnen lälst. In der That wird 
man, wenn man die Hlamilton'sche Methode befolgt, wie ich im Folgen- 
den zeigen will, zu dem allgemeinen Resultate gelangen, dals zur Integra- 
tion irgend einer partiellen Diflerentialglewhung zwischen irgend einer Zahl 
Variabein die vollständige Integration des von Pfa/f aufgestellten ersten 
Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen vollkommen hinreicht; und 
man nicht, wie die Methode dieses Analysten fordert, nachher noch eine 
Reihenfolge anderer Systeme von gewöhnlichen Differentialgleichungen nach 
einander vollständig zu integriren hat. Diese Verallgemeinerung findet sich 
bereits für den Fall, wo die gesuchte Function selber in der partiellen 
Differentialgleichung nicht vorkommt, in einigen merkwürdigen Formeln 
lWamiltons. wenn man nur die in diesen Formeln vorkommenden Zei« 
chen nicht, wie Hamilton thut, auf die Bedeutung, welche sie in der 
Mechanik haben, beschrüukt. 


9, 
Es seien wieder x, X, » » « .„ x, die unabhängigen Variabeln, x 
eine Function derselben, ihre nach diesen Variabeln genommenen par- 
tiellen Dillerentialquotienten, 


0x ex Ex 


SEE a Pı> rn u Pr» e e r “ 








= Ps 


CXr Ua O&n 
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und 

Da, 2, 2, + X Pr Pay Pn) = hy 
wo A eine Constante ist, die gegebene partielle Differentialgleichung erster 
Ordnung. Um die Integration dieser Gleichung zu bewerkstelligen, stellt 
Pfa/f zuerst zwischen den 22 +1 Variabeln x, x, #2, v2... Xu> Pıs Pas es. 
..: Pn folgendes System von 2 gewöhnlichen Differentialgleichungen er- 
ster Ordnung auf: 























dx, __ op dpı __ © op 

7, a Fre x? 

dx °y dp Op I% 
P—= - E .— — u 

dx 6p:”’ ? dx en Ix ? 

dan _ 09 dpa _ Op dr 
ir A a a 

wo der Kürze NEN. 
Op 
nt a 1 ——n P 


gesetzt ist. Aus Be. Gleichungen folgt identisch: 
22 dat rar, »...t - 0 r dx, 


O&n 














P3 7 d Pr dm.... + dm =0, 
woraus durch ARE. DP=h, so dals ein Integral dieser Gleichungen 
die gegebene Gleichung selber ist. Sind die ?2=1 anderen Integrale 

A=4, A=ıı, :... Aynı Omen 

WO Guy QAry ers. Sn Willkührliche Constanten sind, welche in den Func- 
tionen A, Ary «+++ Azı selber nicht mehr vorkommen, so zeigt Pfaff, 
dals das vollständige Integral der vorgelegten partiellen Differentialgleichung 
dargestellt wird durch ein System von z Gleichungen zwischen den Func= 
tionen A,, Ay, «+++ Aa mit 2 willkührlichen Constanten, vermittelst 
welcher man, mit Hinzuziehung der gegebenen Gleichung =, die ge- 
suchte Function x nebst ihren partiellen Differentialquotienten p,,5 Pay :+.. ?, 
durch z2,, &;, .... x, ausdrücken kann. Diese rn Gleichungen sind so zu 
bestimmen, dafs sie mit Hülfe der gegebenen Gleichung ® = der einen 
Differentialgleichung 

dz = pda, +tp, da,....+p,dz, 
Genüge leisten, welche in dem aufgestellten Systeme gewöhnlicher Diffe- 
rentialgleichungen mit enthalten ist. Zu diesem Ende drückt Pfaff ver- 
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mittelst der Gleichungen 
Dak, Aa, ums, ++; An E Opa 
die Grölsen Xp Kıy ver Kung Pı» Pay «+++ Pr durch X, 4, A,, 60 Bunt 
aus, und zeigt, dals wenn man diese Ausdrücke in die Differentialgleichung: 
de = pn dx, +pda,...+p.dz, 
substituirt, diese sich in eine andere 
O0=B,dA,+B,.dA,....+B,_ıd Au-ı 
verwandelt, in welcher B,, B,;, .... B,„-ı blofs Functionen von 4,, 
Ayy.... Ay. sind. Um diese durch ein System von z Gleichungen mit 
r willkührlichen Constanten zu integriren, muls er nach einander 2—1 
verschiedene Systeme gewöhnlichen Differentialgleichungen, respective zwi- 
schen 22—?2, 2n—4, .... und 2 Variabeln vollständig integriren. Die 
Hamiltonsche Methode, in der Allgemeinheit, deren sie fähig ist, aufgefalst, 
lehrt nun, dals diese Gleichung 
0=B dA, +B,;,dA,....+B,- dAn-ı 
gar keine weitere Aufstellung von Differentialgleichungen und Integration 
derselben erfordert, sondern giebt unmittelbar die gesuchten z Gleichun- 
chungen mit z willkührlichen Constanten, welche ihr Genüge thun. Man 
setze nämlich in den Gleichungen 
A=u, A=ı, ..:. Auı tn, Pmh, 

für %&, Ks Xay vor. &uy Pıs Pas »« «+ P. die Werthe 

z=0, sc, zei, 6: bi 

P=Ps» B=Psr ++ Mh 

so kann man vermittelst dieser ?2—1 Gleichungen die Grö- 
[sen zU, x,» ++... 0,5 Piy Pas ++ Pr durch a, Any +++ Annı AUS- 
drücken. Es seien die für &°, x’, .... x, gefundenen Werthe: 
II, (@,, &2y +++ + Anni)» 
Il, (&, 5 pp 0 ++ &anm)) 


x = Il, (a, Unger. On-1) > 
so sind die Gleichungen 

& Beni IL, (4, Are Am), 
x, = I, (As, Arı «++ Adn-ı)> 


2 


g, zu II, (Ay,Ars.: + An-ı); 
welche man aus den vorstehenden erhält, indem man statt o,, 











8. 0. G. J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 139 


Un see Ann Fespective A, Ar, 2... Ay-ı setzt, die gesuchten 
n Gleichungen zwischen den Grölsen 4,, Ar, »... Ay, mit 
rn willkührlichen Constanten x), x), .... x, welche mit der 
gegebenen Gleichung P = A verbunden, der Differential«- 
gleichung 
de =pdat+ pd2,...+p,dz, 
oder ihrer transformirten 
0O=B dA +B,dA;,....+B,-ı dAy-ı 


Genüge leisten, oder es enthält das System dieser Gleichun- 
gen die vollständige Lösung der vorgelegten partiellen Dif- 
ferentialgleichung. Der Beweis hiervon ist folgender, 


Vermittelst der Gleichungen 
P=h, A=u, A=ı, :... Ayı = Un-ı 


drücke man &,, X25 »... &ns Pıs Pas «++ ?n durch x und ,, a5 »:. 
« Ca, aus, und substituire diese Werthe in die En 


0%; Ö Ö eK: 
P— = n, . = t4+ vr. 





























0x Op; 0x 
0x, __ 09 op: __ EP ,0p 
u 7 u} Ba nr: u 
0% _ 99 OP __ 09p , dp 
N ur 7% u © u a 


welche dadurch identisch werden müssen, eben so wie die aus ihnen fol. 
gende Gleichung : 


D nn 
Res EWR OR NE 3 


0x 








Nimmt man von dieser letzten das partielle Differentiale nach einer der 
willkührlichen Constanten «, so erhält man, wenn man mit P multiplicirt 
und zugleich die übrigen Gleichungen benutzt: 

2 OP: 09 8p; Op Opn 

0= 2 ten et Te 

ö Cr 0? X2 

bien Pazas rt" ++ Pr s— Bl |. 
Nimmt man auch das partielle Differentiale nach « von der Gleichung 

D=h, 











so erhält man 


18 ® 
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_ 09 zes ep dp; dp Son 
0 —— öpı re u dere ;° 


2 3a 24 dar ö r i 
ine m ht, 


oder, wenn man die abe RE zu Hülfe ruft, 
ep dp: , 2P Opa ER. Opn _ 
































öpı" Ey dp: Da u... Op’ de 
pir?:. Or, + OP: 0x, OPr a 
0x a h 0x '0a@ ''"* 0x'0@ 





+52». FE 4 700 pe]. 


© 
Dieses in die obige Gleichung substituirt, giebt 


COXr ze OXC 
ölr: & TP2 37 ...tPpn el , [r? 2; Aue dx, 
— +3 Pı 7 0% +Pp: Te e.+m 52], 


woraus durch Integration nach x, von x=(0 an genommen, 
0x, oO 


x, 0%, OXn .ex) . 
Pı da TRZatPde Zu Mr +r....4 ae], 
wenn der Kürze halber 
_f" 3e.ie 
M=eVYo eo: F 


gesetzt wird, wo e die Basis der natürlichen Logarithmen bedeutet. 





0=P 








Betrachtet man die Grölsen a, , &, 5 «++: du, ehenfalls als ver- 
änderlich, wie sie durch die Gleichungen 
d, = (ij A,= 0; .... Ana SE Ua 


bestimmt werden, so hat man 
dz—[p,dx, + p:dx: u... + Pr dx,) 


62 0%, 08. 
alien ne] 


x, dx, 2 “ 
-z[näär tn dt nen, 


wenn man dem z unter dem Summenzeichen die Wertho 1, 4, 2... 201 
siebt. Diese Gleichung verwandelt sich, da 











und für jedes z, 
N e N N a° dr. 
x x Or Be; - oUr, 
Pı— _ 2 7 _ ae» + P _— = M R 5 + Na Ds NER + Pa ee 


co“; ’ u0; «a; 








in folgende: 
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dz—[pıdz,+ p.dx; .... Lüge = 
— 2|»5& 40252 +2 au, 


oder da 
dx k 


de; da 





dx, 





in die Gleichung 
de—(pda,+Fpdzx;.... +4.dx,] 


= —M [pda +p.dex)....+p,dei], 
Aus dieser identischen Gleichung folgt, dafs die Gleichung: 
dz—[pıda, + p.da,....Fp.dx,] = 0, 
in folgende transformirt werden kann: 
p’dz! + p}dz)....+p.da, = 0, 
welche erfüllt wird, wenn man die. Größen x’, z°,..... x, willkühr- 
lichen Constanten gleich setzt, was der zu beweisende Satz war. 

Die hier angewendete Analysis ist genau dieselbe mit derjenigen, 
wodurch Pfaff in der angeführten Abhandlung beweist, dafs die Verhält- 
nisse der 2?2—1 Grölsen 

On 


0%; dx, 
Pie; TP2 aa: ee TRgz 
von x unahhängig sind. Aber er is nicht die Bemerkung hinzugefügt, 


dals aus diesem Grunde diese Grölsen den Grölsen 
odx 0% o0x° 
AT ha © Star 7 
proportional gesetzt werden können, wodurch man die transformirte Dif- 
ferentialgleichung selber findet, und unmittelbar die z Gleichungen erhält, 
durch welche sie erfüllt wird. Ich bemerke noch, dafs wenn der im Vo- 
rigen dem x gegebene besondere Werth 2 == 0 Unbequemlichkeiten ver- 
ursacht, man dafür jeden andern Zahlenwerth setzen kann. 
Wenn man vermittelst der Gleichungen 
P=h, A=mıu, Amt, +: Auı iu 
die Größsen z&,, X;, .... &, Pı> Pas +++ Pn durch z und &, % :»». 
.+ On ausdrückt, so enthalten diese Ausdrücke auch 4. Diflerentiirt 


man die Gleichungen: 











O=h 


nach %, so erhält man, da vermittelst der aufgestellten Differentialglei- 
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chungen: E 
.. eo 29 _ _p°Rr_.99 
0x oOpi’ du dx: Izru 
folgende Gleichungen: 


OP &Pr op Op; op Op 
u Tr 7 Bu.) 7 7 ae ar ar 7 


O0’ Xr 0°, 0°’x, 
+! (+ na Hrdeon] 
Rn ph OP: op Op: ? SP> 

1= > + 
































Ip, Oh ! Op: Ah 
_plÜr: 28: | Op: 98; Pr 2. 
pP [58 Ku Ee ur el 
og 4.2 Oxn 
5215 4m ee +35. 


Aus diesen Gleichungen he 
. dx, % 2 D n 
po|p, vr“ +: E +] 
x 


Us 1+ 
Dg O8, 0x, nn ” 
+2 Pı oh +p: +]. 


x 














und integrirt vn x =0 bis 


1 
Multiplicirt man diese Gleichung mit MP’ 


x=x, so erhält man: 


us u. an O&Xn 

u EA tl T+P: u +52] 
4 z o0x% 

tr +]. 


Betrachtet man / auch als veränderlich, so muls zu dem oben gefunde- 
nen Ausdruck von dx, 


de=p,da+pda,...+p.de—M[p dx +p.da ..+p:.dz] 


noch der Ausdruck 
C%r 02 X o0%, od, o 0X, 
+7 Pı Sn tt Pa; =] ar— a +p, sah o...-+ pP, Se] a 


=—M/" SE 


hinzukommen, wodurch man erhält: 
de=pda,+p.da,....+pndn—M[p de! +p,da)...+p: dx] 


mi’z. 
+ A mp ah 

Bezeichnet man durch 4 den Ausdruck von 4; und durch ®° den 
Ausdruck von ®, wenn man gleichzeitig =0, z;=x;, p;=p? setzt, 
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und eliminirt aus den 22-1 Gleichungen 
9=h,V=h, A=A, A=4, . An 

die 2n Grölsen pP, 5, Pa» »+++ Pas Pi3 Pas +++» P), so erhält man x ausge=- 

drückt durch &,, &25 +++ &n5 &, &, «+... x, A, und die nach diesen 


Grölsen genommenen partiellen Differentialquotienten dieses Ausdrucks von 




















x sind: 
dx Br 0x el. 0x 
Ar = p, Öx, — Pı >» . oe 2: 82.» ; En — Pr3 
x o x . x . 
2 = —Mp, . öx° = —Mp), u... 6 2° =--Mp;, 


O8 __ “. 038 
7 HM), me 
In den beiden in diesen Formeln vorkommenden Integralen 


u Me /z 
6a PP? MP 


sind die Grölsen xz;, p; als Constanten zu betrachten, und vermittelst der 
vollständigen Integrale der gegebenen gewöhnlichen Differentialgleichungen 
alle Variabeln durch eine auszudrücken. 

Ich habe im Vorigen als willkührliche Constanten die Werthe der 
Variabeln für x =O angenommen. Man beweist aber eben so, dals, wenn 
man vermittelst der vollständigen Integrale der angegebenen gewöhnlichen 
Differentialgleichungen sämmtliche Variabeln durch irgend eine von ihnen 
oder eine beliebige andere Grölse £ ausdrückt, und mit z°, z/, .... z), 
Pi Pis »++«Pm die Werthe von 2, Zıs ver. Enz Pıy Pas vr». 9 für t=0 
bezeichnet und diese Werthe ebenfalls als Variabel setzt: die Gleichung 
Statt finden wird: 

dze— pda, —p.dz;, ....—p.dz, 


= M [dx’— p!de) —p}de) .. _ pda: +2) TB 3 


in welcher wiederum 
-/. Op, dr 
M — cc Xxo 0x we 


Wenn die gegebene partielle Differentialgleichung,, wie es in den 
Anwendungen auf die Mechanik der Fall ist, die unbekannte Function x 


nicht enthält, ist 
op _ 0 
b) 


ex 


M 


und daher 
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Das System gewöhnlicher Differentialgleichungen reducirt sich dann auf 
folgendes System: 

da.:da2...ıda, : dm =: dp ve. 1: dp, 

dp ,09 ep ,_ 02 ep ._ 99 


® —— — ——_ to 


= öpı "dps ..... Opn dx, ’ 0x, ox,? 








welches eine Gleichung und eine Variable x weniger enthält. Hat man 
dieses System vollständig integrirt, und alle Variabeln x;, p; durch eine 
von ihnen, z.B. x,, und 2r—1 willkührliche Constanten ausgedrückt, so 
erhält man x durch eine blofse Quadratur vermittelst der Gleichung 


- ("5% an, 
z—uU = 


0 ce 
wo & eine neue willkührliche Constante ist, welche in den Ausdrücken 
VON Day Lyyeoee Zus Pıs Pay «++» ?„ durch z, nicht vorkommt. Bedeuten 
jetzt &,, &°, ....%5 Pi» Prs ++«» Pr die Werthe, welche diese Ausdrücke 
für z=0 annehmen, und in welchen ebenfalls & nicht vorkommt, so er- 
hält man, da, =0 und M=1, aus der obigen allgemeinen Formel 


de= pda, + pda... tpda,—[pde;+pide)....+ pda] 


+ dh, 
0 rn 











wo 
dz _ de, 
FT 
E73 


gesetzt ist. Diese eine Gleichung giebt: 

















De... Ox __ dx 
FF ı Ze > sd BE: BEE EZ Bean 2 BE 7 
0X PIE 0 0x ‚ 0x ih ° 
7 Tut «7 je mp, »uns De Pas 
— ÖX 
= Br; 
0 


Wenn man durch Einführung eines Elementes dt den gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen die Form giebt, die sie in den Problemen der Mecha- 
nik haben: 
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dx; _"8p dp: __ ep 
dt Opı” "Aha, x,” 
dx, _ cp dp; op 
dt " Opa’ "77 02," 
A Ca BE ep dp FER ep 
u dt  0ox 

da 

dt =. pP?’ 





so erhält man, nachdem man die Gleichungen 
dn:dmn..:den: dns: dpe:.:: dp; 


ep ‚dp op ep, op j op 
a reg. 


OPn Fe 02, O&Xn 
vollständig integrirt, und a3, #35 »... &u5 Pıs Pay +++. ?„ durch x, ausges 
drückt hat, die Functionen x, £ durch blofse Quadraturen, 


xo er “% d: 














u 2 

c ' ÖPr 

wo a, r neue willkührliche Constanten sind. Von diesen beiden Inte- 
gralen ist aber eines das partielle Differentiale des andern nach A genom- 
men. Hat man nämlich durch Integration x gefunden, so hat man den 
obigen Formeln zufolge: 





0 


x 
I — BR =!-r. 
ch op 
v Opı 


Wenn in ® aulser & eine der unabhängigen Variabeln, z. B. 


x, fehlt, so erhält man noch = = = 0; es geben daher die gcewöhnli- 


chen Differentialgleichungen 
dp„=0 oder pP. = Const., 
wodurch sich die Zahl derselben wieder um 2 reducirt. Sie werden nim- 
lich in diesem Falle 
dz,:da,....de,_: dp: sau dp,, 
4%. Un ER.» FREE. öp 


Pi! nt ee Ta wa rt, 
in welchen Ausdrücken man p, als Constante zu betrachten hat. Hat 
man durch Integration dieser Gleichungen die Gröfßsen 2&,, ©, .... 








nt 


Pıs Pay * * * + Prn—ı durch eine von ihnen ausgedrückt, so giebt eine der 


Gleichungen: 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVll. Hft. 2. 19° 
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_ Ip di __ dp _dpi 
Tom do dm 09 
Opi ex; 
durch blofse Quadratur den Werh von z,. Man kann aber auch in die- 
sem Falle auf ähnliche Art, wie Hamilton die Function $ durch 7 er- 
setzt, allgemein die Gleichung ®= A selber in eine andere transformiren, 
in welcher die Zabl der unabhängigen Variabeln um eine geringer ist. 
Yenn nämlich ® weder z noch x, enthält, so setze man 


nn Y+ Pan, 








dx 


wodurch 


dy= pda +p dx,....+Pp-. dr, ı—x.dp,. 
In dieser Gleichung betrachte man p, als Constante, wodurch sie sich in 


die Gleichung 


dy= pda +p.da.....+p,-,.ds,-ı 

verwandelt, so dals pP, P2> »--+ Prı die partiellen Differentialquotienten 
von y nach &,, X25 «++. X. genommen werden, und die gegebene par- 
tielle Differentialgleichung , ia welcher ebenfalls p, als Constante betrach- 
tet wird, eine partielle Differentialgleichung für y wird mit nur 2—1 un- 
abhängigen Variabeln x,, X,5 »... Xu ı. Hat man durch Integration die- 
ser partiellen Differentialgleichung y als Function von &,, &, ....r, ı» 
von z—1 willkührlichen Constanten und der Constante p, gefunden, «vo 
findet man die gesuchte Function x dadurch, dafs man in der Gleichun; 

z=y+tPpıEn 
die Gröfse p, vermittelst der Gleichung 

oYy 

OPn 
eliminirt. Man kann x, um eine willkührliche Constante vermehren, wo- 
durch x, wie es für eine vollständige Lösung nöthig ist, r willkührliche 





Constanten erhält. 


10. 


Wir haben im Vorhergehenden gesehen, wie man durch die Inte- 
gration eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen eine vollstän- 
dige Lösung einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung finden kann. Ich will jetzt zeigen, wie man umgekehrt aus irgend 
einer vollständigen Lösung die vollständigen Integrale des Systems ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen ableiten kann. 
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Kennt man einen Ausdruck von x durch x,, &;, -.-. x,, mit z will- 
kührlichen Constanten &, &5 «+.» &., welcher der gegebenen partiellen 
Differentialgleichung ® = A Genüge leistet, so bilde man die n—1 Glei- 
chungen, welche sich durch die Proportion darstellen lassen: 

ox 0x 0x 

Fr Kehle > = Pı:ßı-...:ß,, 
wo is Bas «+++ ß, neue willkührliche Constanten seien, die aber, da nur 
ihre Verhältnisse in Rechnung kommen, nur die Stelle von 2—1 willkühr- 
lichen Constanten vertreten. Führt man eine neue Grölse M ein, so kann 
man diese Proportion ve das System Gleichungen ersetzen : 


E h 
3% -—+BM=0, .... 7 +ß.M = 0. 


Durch diese Gleichungen sind die 2-+2 Größen x, x,, 2,, ....x,, M 
als Functionen von einer unter ihnen gegeben. Differentiirt man eine die- 
ser Gleichungen 

















+ BM = 


c@; 





und setzt für ß; den aus dieser Gleichung a Werth, so erhält man: 























döx dM o?x Ja. 
—— ® EC >emiennnel lasse za £ 
0 oa; M a 77 Tg Ba; rr7 yr ”.. Ox, d . 
oder wenn man 
dx u ex —p x 
Ox, = Pıy Or, 29 PIERB SER m Pa9 
setzt, die EEE 
( u —— —: dx “... - Er r 
) u + ‘a; ’ + ce, d. ur 
Die gegebene eG = muls, wenn man darin für x 
seinen gegebenen Werth und die daraus durch partielle Differentiation nach 
Kıy Kay er. 2. Sich ergebenden Werthe von p,, P:, -... pP, setzt, eine 


zwischen den Grölsen Tıy Try .eooe Zny U; Ur, “or... &ıy h identisch Statt 
findende Gleichung werden. Nimmt man ihr partielles Differential nach 
@;, so erhält man: 

On DRFE HER Sr SFR Be, iR De 


ox da ep ‘@; Ta 7 ae Opn 0a,” 





Vergleicht man die zwei Systeme von 2 Gleichungen, welche sich aus 
dieser und der vorhergehenden Gleichung ergeben, wenn man darin für : 
seine Werthe 1, 2, .... z setzt, so erhält man die Proportion: 

19 * 
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dal D 
Ip: daı:daz...tde, = — ee; 2. RE ei 
l 0x2" Op OP: Opr ’ 


welche man auch, da 


de = pda, +mdaz...+p,.dx,, 
durch die Gleichungen darstellen kann: 

















dN op 
Mix 9x 
1x op da 06 d: m 
Pi 237 u. an. pm — 1 
dx OpPı?” dx op; ? " Fu 75, 


wo wieder 





P= pi - rn 1a De rer 7 


gesetzt ist. Differentürt man ferner die Gleichung O—=% nach x;, und 
setzt in dem Dillerentiale: 


so erhält man 


o Op 5 s oO op Op; 
0= — i nn pi Fa pP, Pi 
2; Tr? Pig +5 +3 I x, + Opn O& 











oder wenn man in diese Di Fi die vorhin erhaltenen Werthe 

















Op _ p dx, 09 —p dx, op da, 
OPpr dx ? OP: " 7 20 2 Opa =} dx 


substituirt, die AODE 





“2 + ‚Z24+P en, 


Wir haben so Baia aus . ın Gleichungen; 








n n n 
0x 0x 0x 
Dh, r, 2 r ET n — Br 
oa, 0, O &y ; 
0x 0x 0x 
7 ci dx, ER 


die ?r Differentialgleichungen 
dx; cp dp; O6 O6 
pet — Er p-E — de 4 pP 
dx opi x 0%; 
abgeleitet, und da jene Gleichungen ?z willkührliche Constanten, nämlich 
A, dis as »+++ a, und die Verhältnisse von ß,, Pr, »- +» P,„ enthalten, so 
sind sie zugleich die vollständigen Integrale dieser Differentialgleichungen. 


11. 
Man kann die letztere Analysis auch auf die allgemeinere Unter- 
suchung ausdehnen, unter welche Pfaff die Integration der partiellen Dif- 
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ferentialgleichungen erster Ordnung mit einbegreift, und zeigen, dafs wenn 
irgend ein System von z Gleichungen mit z willkührliehen Constanten ge- 
geben ist, welehies der Diäerentialgleichung 

0 = 4 dx, + a dx; u. ron 2. A, dx;,. 
Genüge leistet, man daraus die vollständigen Integrale des von Pfajf auf- 
sestellten und oben mitgetheilten Systems von 22—1 gewöhnlichen Dif- 
ferentialgleichungen ableiten kann *). Durch das gegebene System 


von 2 Gleichungen drücke man nämlich &,, x,, .... x, durch 
Xnrıy Inf »er+ X und durch die z willkürlichen Constanten, 


die wir &, &, «++. d, nennen wollen, aus, und bilde die Glei- 














chungen: 

— ; n 

“ ox e IL » O8, 

N — , ee FE . -- MR, = 0 

|. o@, | ca, + "da, f ni ’ 
0x > Ö A Ö Fe n 

X r - A, —,... “ X en ae > = 1) 

mr a rau5_tap » 


X dm u d2.,..4x, Se + MB, N 


Ol, 
in welchen ß,, ß:, -».- ß, neue willkührlicheConstanten sind, 
welche aber nur die Stelle von 2—1 vertreten, da hier allein 
ihre Verhältnisse in Rechnung kommen, so werden diese 
Gleichungen, welche nach Elimination der neu eingeführten 
Gröfse M die Stelle von z—1 Gleichungen vertreten, in Ver- 
bindung mit den gegebenen zGleichungen, die vollständigen 
Integrale des von Pfaff aufgestellten Systems gewöhnlicher 
Differentialgleichungen sein, mit ?2—1 willkührlichen Con- 
stanten, nämlich den z willkührlichen Constanten @,, &, ».. 
...0G, und den z2—1 Verhältnissen der willkührlichen CGon- 
stanten fi, P:> »-+- Pa» Man beweist dieses Theorem wie folgt: 

Da die durch die gegebenen r Gleichungen bestimmten Ausdrücke 
VON 2, Kry +++. %u durch 2,415 Zapry +++ 2, und die 2 willkührlichen 
Constauten der Gleichung 

Nds +X,da,...+X,.de., = 0 ’ 

genügen sollen, so muls man die Gleichungen haben: 





*) Statt = in den oben mitgetheilten Formeln ist bier a;. geschrieben, 
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. Ö en r 

Ay. rg ._ Oantı ER "On et, 

bi; 0X, Ian Pe 
E = 4 rennen iX, um +X,. = 0, 

x- Oxı 12) 20; r O&n 
X, ya +-X, A FA —=(,. 
Mau denke sich jetzt vermittelst der z Gleichungen 
.„ Os GES » O&n ern 
, a ti e +, tHR = 


die n +1 Größen &,415 Xnt25 »*** Xna M durch eine von ihnen, z. B. 
durch M, ausgedrückt, wodurch diese Grölsen und daher auch x,, x;, ... 
. x. Functionen von M, von &ı, &ıy «+++ &%,; und von ß,, Ar,y -».. f. 
werden. Die auf diese Annahme sich beziehenden partiellen Differential- 
quotienten werde ich der Unterscheidung wegen in Klammern einschlie- 
fsen, während die partiellen Differentialquotienten ohne Klammern sich 
auf die Annahme beziehen, dals x,, X, .... x, als Functionen von r,;,, 
Kuyay ee Kany Ay Oay +++ &, betrachtet werden. Man hat demnach: 


A, (>=) + ur (>)... -T .- .(& =, Zu 
































0x, Os, r O&n 
ltr Vaude ph: Tue da; 
[ > 0%; X 0x, X, On i ee’ 
+ an EFF a rn ie 6 
0%; dx > 00 19m 
B4 PREREEI IE: Ä, ln u.:.eo» X _ ( rn = 
+ x OKn+2 % 2 Dar +2 + ” Onz+2. ca; 


. . ) Er . “ ® ® ° ® . ® w “ . . E 


+[X. e. 4X, 0x; Pen « s=2_ | (=) 

















ÜXCan c Tan ” OÖ &Xan ü co4; 
© =) 4 € et?) u e an) 
Kr: MB— — AH P 0@ Rn? F a; . na; /? 


oder: 





x, (6) +8 (2) +) HR = 


co%; 18) 
Differentiirt man diese Gleichung nach M, so erhält man: 
dX, Teez dX 


j A -) dX;, ee) 
dM 7) + | e; oT dM \ce; 

0’= 0?x d&Xın ) Fe 
— X, (z - 2) + x, (-—2-)....+ in (Si +Bß,; — ), 


oM ce; cAH ce; 
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Es folgt ferner aus der Gleichung 
A, dx, + X, dx; ve 8 +X,, dx,, m 0, 
wenn man alle Grölsen als Functionen von MH betrachtet: 


X = :) a 
x, (5% +% ( M Eu 2 ne sm)» 


Differentiirt man diese Gleichung nach «;, so erhält man: 
te) 
x (a X oMda, BEE u" OM da; 


oX, dı, OX, da; OXan dxm 
+ 7.0 1777 "dam tr ca; ' dM ui 


wodurch sich die obige Gleichung, wenn man sie mit dM multiplieirt, 
in folgende verwandelt: 
- Pan 
ax, (5; FE) HR: (& 2)... tadA,, (=) 


en 


—dız, (= )— de (2). MX, 5) +2; .d4M= 


Eliminirt man aus dieser Gleichung ß; vermittelst der Gleichung : 
Ö X; d TC, 4) Ian 
x.) 42,22)... 42) Hann = u 


so erbillt man: 





























dX (Fe) + ax, (32 =)....+4%,(%%) 
— dı, (3) (2x) Er dx, (Fe) 


BE ih 
FE... [x ()4 X; (=)... + X, (=)] = U. 


MM 06; 6) oe; 
Setzt man, wie erlaubt ist, 8, =1, so erhält man durch die näm- 
liche Analysis ähnkche Formeln, wie für «;, auch für die z—1 andern 
willkürlichen Constanten ßı > Bz» »--- B._,. Zuvörderst hat man: 


(a) +) = 
a allen 


Ö &n+ı 2 dantı n-H 16 Fe 

x 
et =] 
OÖ XKn+2 























0x, 
+ [X a +. n-+2 


“ 3 ® . - © ® . 


(7) 
+ [x dar U BRLTRDE 1 2e]ee) 


2 dan Oxın Oxan 











\ 


rg [X (Fe) ”. (le u, 3) 
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older 








. {or En x I 
u) end p, (=) + X. (3 2)... X, „(S) 
ı of: u 2 9) FF > opi . 
Diiferentürt man diese Gleichung nach M und die Gleichung 


ltr) 


nach 3;, und zieht beide Resultate von einander ab, so erhält man nach 


Multiplication mit dM: 


= ax (+)... + (ee) 


Ey (e3 ) OXon 
— (dx (33 dr, GE .—dı, (53); 


von welcher Gleichung wir, um ihr dieselbe Form mit der Gleichung zu 
geben, die wir in Bezug auf «; gefunden hatten, die Gleichung: 


rer) 


. M . 
mit Tr multiplieirt, abziehn wollen, wodurch man erhält: 


0= ax, (5) + 4X, (FE). + X, (=) 
— dx, (&) ar. (5). da. (2 ) 
-7 RR +]. 


Wir wollen in dieser Gleichung, so wie in der oben gefundenen ähnlichen, 
auf o,; bezüglichen, für die partiellen Differentialen 


ee, 

—), De 

ihre entwickelten Werthe da; ß: 

Ci 7, er 7 (5) r = (5) “ot = (Ze), 


oa; [077 


a OX% (© z:\ OX% + er) OX; 2 (2 
(7 = 32 02) T 32, Wale» t3n 33%) 


’ 
































setzen, und die Gleichungen nach den Gröfsen 


(> (6) 
de; ? of; 
ordnen, so verwandeln sie sich in folgende: 


= 7,2) 47,02)... +7) 





0 


. 


oz VER 77 
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wo 
X 9 Kon \ IM 
m Or er F . Bere Bee 
I, = dx, u dx er. Ulla shi Ze 9 


‚ 92; 9 JH 








r X, m xX,d2 
7; = 4X, — 5 dx +özden..+] an m Ci 


OX; 
® r t Es . . . ” . ® . v o. ® . [7] . 


pe IX, Non X, dN3 
T„=dX.—|; da, + an + .da,|— 2 ar u 


O XCan Kon ÜXH 








Multiplieirt man diese Gleichungen mit dx,, dx,, ».... dx,., und addirt 
sie, so heben sich, da 





JE; dx, E= A, dx, eo... 1 vu dx; pe — 0, 
ON OX% OX;, r 
ö xt 5z, dxzıe.. + r : dx, Zn dX, > 
UXon 


alle Terme a Hand fort t, wodurch man die Gleichung erhält: 
I,da, +1, da.....+ 7,42, = 0, 
welche man auch so schreiben kann: 


nl) +2)... +) = 0, 


da wir in den vorstehenden Formeln alle Grölsen &,, X, : :..»: £,, als 
Functionen blofs von einer Grölse HM, und &, lay e:.: u» Bis ß,, 

... ,— als Constanten betrachten, was ich durch den Gebrauch der Cha- 
rakteristik d andeute. Aus den 2 Gleichungen, nämlich den z Gleichungen : 


Z 1(5: ) r I: (: Fe (= > ) =(, 
den 2—1 Gleichungen 
RT) 


und der Gleichung 


0x, or Car! 
To m)+7: (; meet Tu (5 
folgen die 2z Gleichungen 
1, erh md 0 eh 
welche mit den Pfaff’schen Differentialgleichungen übereinkommen, wie 











l 





Ü 





’ . —_. DI 
ich sie oben aufgestellt habe, wenn man in ihnen E72 statt dV und X,,, 


%,, für X, x setzt. 


Dals man aus den ?n angegebenen Gleichungen die Gleichungen 
m, Bub, ss Aut 
folgern kann, lülst sich, wie folgt, beweisen. Man betrachte gleich- 
Crelle’s Journal d. M. Bd, XYIJ, ft. 2. 20 
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zeitig Us U oece Any Pıs Ras» ++ Pacıs M als Variabeln, so wird 
durch die zwischen diesen Gröflsen und den ?n Größen x&,, X, «+++ X 
aufgestellten Gleichungen keine Relation zwischen diesen letztern allein 
gegeben, sondern sie zeigen nur, wie das eine System von ?n Variabeln 
sich durch das andere System von 2 Variabeln ausdrücken lälst. Man 


bezeichne beliebige Variationen der Grölsen x, X, »...&%., mit ör,, 
Ö%y5 +0. 0%, die von einander unabhängig sind, da zwischen den Grö- 
[sen &,, &a3 » +. &, selber keine Relation Statt finden soll. Sind da,, 
Oasen: Od, OPıs Bas orr. Oßnı, IM die entsprechenden Variationen 


der Variabeln &, sy «@.+ Cus Pıs Pay v0. Rai, M, so hat man: 
ie (+). + (FE) 00 
MDR Din ER 
+ 


Multiplicirtt man daher die 2r Gleichungen, die wir gefunden haben: 


75 E :)+T, > % 2 ne 5.0 (>) a 
GEH) +) = 


7) 





ÜUG 

D) . o . ” P) ® 5 B 5 ’ 5 v . 5 fr 
I x 0x 
OL m L9n 

2, >) y ji 2) . eo.‘ E = ) > 0, 
OU "NOtc ı UG, 


Deu) = g, 


(@ +R.( 
(9 
( +7. ( 


r 2°, O8, On 
2.222) +7,(222)....+7.(@22) = 0, 


0 Int 











0%; N 0%, T Er 2. 
I; KAETACHBRE. \oM 0 
respective mit 06 > 04; y„2 rt... da, h) Oßı ’ OP; 7708 Br: $) oM, und ad- 
dirt sie, so erhült man: 
Tot T,d0....+ Tal = 0, 


welche Gleichung, da öx,, Os +++ 0 beliebig ge, von einander unab- 
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hängige Variationen sind, nicht anders bestehn kann, als wenn 

I, md, um0, 5 Fu 
was zu beweisen war. 

Dals man auf die angegebene Art, wenn man der Gleichung 

X de, + X, dx,.....+X,da,, = 0 
durch irgend ein System von n Gleichungen mit z willkührlichen Constan- 
ten genügen kann, immer auch die vollständigen Integrale der von Pfaff 
aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen erhält, lälst sich auch 
durch folgende Betrachtungen einsehen. Man löse die z Gleichungen nach 
den z willkührlichen Constanten auf, so dafs sie die Form erhalten, 

ai, Km rs - mei, 

WO Guy Ory or. &, die willkührlichen Constanten sind und in A,, 4, «». 
... A, nicht mehr vorkommen. Sollen diese Gleichungen der Differen- 
tialgleichung 

XKds, + KR da.....+X, da, = 0 
genügen, so muls es rMultiplicatoren U,, U,, .... U, geben, vermittelst 
welcher identich 

X,da + X.da,.... +%,.den = U,dA+UD,dA,....+U„dA,, 

wird, da der Ausdruck linker Hand vom Gleichheitszeichen verschwinden soll, 
wenn 4,, Aa, .... A, willkührliche Constanten werden. Denkt man sich 
Ey Kayıoe+ &, durch A, Ary oo Any Enzıy Eng2y re 2m ausgedrückt, 
so erhält man hieraus: 








a N N, 
LE EL x, Im 
V, m X, Ö 4A; -+ «a) 0.4; ... az - In RB 4A; “ 
Aus der von Pfaff selber gegebenen Analysis folgt, dals wenn man auf 


irgend eine Art die Gleichung 

0O= XNdnm tRdr,....+X,de, 
in eine andere zwischen nur ?2—1 Variabeln transformiren kann, diese 
willkührlichen Constanten gleich gesetzt, die vollständigen Integrale seiner 
gewöhnlichen Differentialgleichungen geben. Nun haben wir aber 


0 == A, ds, +; dx, o.Ä dc. = D, dA,+D; dA; BER +U, dA, y 


oder n R z 
’ J n—] 
0 — 7, 4Aır .r dA, voor. Bi FAR -7 dd, $ 
welches eine Differentialgleichung zwischen nur ?2—1 Variabeln 
U’ U 
A A, ..0.. dA — —— . €... u 7 Yigg 
1 ’ e ’ ” ? Ü n U 14 U n 


ist. Diese willkührlichen Constanten gleich gesetzt, müssen dalıer die voll- 
20 ? 
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ständigen Integrale des Pfaffschen Systems gewöhnlicher Differentialglei- 
chungen sein; sie kommen aber genau mit den 22—1 Gleichungen über- 
ein, wie ich sie oben aufgestellt habe. 
12. 
Ich habe oben bemerkt, dals es in der von Pfaff zur Integration 
der Gleichung 
Ada, +-XA,de,....+£%, de. = 0 
vorgeschlagenen Methode ein Uebelstand sei, dals man von den nach ein- 
ander zu integrirenden Systemen gewöhnlicher Differentialgleichungen nur 
das erste wirklich aufstellen kann, und für die andern Systeme nur die 
Art angeben kann, wie man sie, wenn man die vorhergehenden vollstän- 
dig integrirt hat, zu bilden hat. In der That ist klar, dafs es hierdurch 
unmöglich füllt, das Ganze der Aufgabe zu übersehen, Für den beson- 


dern Fall, welcher die Integration der partiellen Differentialgleichungen er- 


ster Ordnung giebt, haben wir gesehen, dals die Integration des ersten 


9 oO 


dieser Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen vollkommen ausreicht, 

und es der Aufstellung und Integration anderer Systeme nicht weiter be- 

darf. Dieser besondere Fall kann als derjenige bezeichnet werden, in wel- 

chen von den ?n Größen X, , X, .... X;. eine Anzahl von z—1 gleich 0 

ist. Es sei z.B. | 
Ko = KL nec e A, =0, 


"N 


so dais die zu integrirende Gleichung wird: 


Pure. (RR 
dx,y jenes! Ei [X, dx, X, daz...+X, dx,]. 


Man setze: 
.e I Ar 
—— ——— N —,—,— —— =», .o. © — (Tr == 
A nt1 1 9 An? I .. i Ani Pr > 








so sind 9,5 P25 ».« ++ P, die partiellen Differentialquotienten von 4, als 
Functionen von X, X, «++. &%,„ betrachtet, und die Elimination der 
n—1 Größen x,125 Xn433 ro X, aus diesen 72 Gleichungen giebt die zu 
integrirvende partielle Differentiälgleichung. Ich will jetzt im Folgenden 
zeigen, dafs wenn man die Methode, welcher wir uns für diesen beson- 
dern Fall bedienten, auf die allgemeine P/af'sche Differentialgleichung an- 
wendet, man des oben bezeichneten Uebelstandes ledig werden kanz, in- 
dem es dadurch gelingt, mit Leichtigkeit alle zu integrirenden Systeme 
gewöhnlicher Differentialgleichungen aufzustellen, ohne eines derselben 


wirklich integrirt zu haben. 








8 C.G.J. Jacobi, zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen. 157 


Um hierzu zu gelangen, nehme man in den Integralen des von Pfajf 
aufgestellten ersten Systems gewöhnlicher Diflerentialgleichungen als will- 
kührliche Constanten die Werthe, welche &,, 225 +... L,_, für 2,,.—0 
annehmen, und die wir mit x), x), .... &2,.-ı bezeichnen wollen. Be- 
zeichnet man auch die*entsprechenden Werthe von X,, X,, ..*. X,, mit 
A,Ä), 2... Ay, so erhält man Gleichungen von der Form: 


u . .E ce un ro „. 
x af x - XanGı9 x, FR X + Kan zu. 
u © 2 c TER 
X, — X, u. Kon Cc29 X, — 26 +r 2 Ans 
“ . » . * 5 ” ® ° “ f} * . © 
uud o cl r 5 Ki 
Kon — Kon -H Kan C?2n—1 9 a) u 4 or Kon nn 


m pet 


wo & y &, yo. En-1 b) 19 2 EREM in nn von Kon E 2° x a ya 
..* Xon-ı Sind, welche für &,,=0 nicht unendlich werden. Substituirt 
man diese Werthe von x), &25 «+++ Xyn-ı5 Wie sie durch vollständige In» 
tegration der von Pfaff aulgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen 
gefunden werden, in die Gleichung: 

0=X ‚da, + X; dann Adams 
indem man auch die Grölsen x), &,5 » +... x2...ı als unveränderlich be- 


trachtet, so erhält man 
0= [X +23 ldle ta. &] 

+ +2 =]dle te, 2 

+ [X,,-ı + Kan = d (x? n—1 Mn Kon En-ıl 

+ [X + %yn En | don 

—= Bdx,„+ Bıdx?+B,dx} ....+ Ba dxn-ı5 
wo, wenn z eine der Zahlen 1, 2, .... 22—1 bedeutet, 
BB = X +05 


o& ‚o 08 , ER 
0 Sr 70 “2 o urn 
+ Kon [x z ‚+ X, 9° .. :o 0 + Me Fa 


Ja? F 
mn“ nu 
2 Io (Sr en) O8, a © Sn—ı 
+ 0 Eu 35 Fr 375 1 1 Fam 
Ox; 0X; ox2° 


Aber Pfaff hat bewiesen, dals wenn man vermittelst vollständiger Inte- 
gration der von ihm aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen die 
Größsen &, 5 X25 :++. X, durch eine von ihnen, z.B. x;,. , und durch die 
2n—1 willkürlichen Constanten ausdrückt, und diese Werthe in den 


Ausdruck A,da, +, ae +, A LXın 


substituirt, indem man die willkührlichen Constanten ebenfalls als verin- 
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derlich betrachtet, der Co@ffieient von dx, verschwindet, und die Verhält- 
nisse der Co@flicienten der Differentialen der willkührlichen Constanten von 
x, unabhängig werden. Da hiernach 
Bb=0, 

und die Verhältnisse von D,, B,,.... B,._ı von x;, unabhängig sein wer- 
den, so bleiben diese Verhältnisse ungeändert, wenn in B,, B,, «... Bu,_ı 
man X, = ( setzt, wodurch man erhält: 

> e ri E Pr ee _ oO >o 

D,:By,....: Ba = X, :X, On—1 9 
oder, wenn man einen Multiplicator M einführt, 

7 ] o F Ti 'o / > 
B, = M: + D, zu MA, ae BD.-ı = BER.;; 
Wir sehen also, dals wenn man statt der Variabeln ©, 2; »-- 
0 Zynı1y X die Variabeln x, , 7, »: +. Zunıy X einführt, ver- 
mittelst der Gleichungen 
: un u ei u 20° o T 
‚=%T+t%rn&ı =, trn&; ER Kon) = An F Kon Eon-ı 3 

welche sich durch die vollständige Integration der von Pfaff 
aufgestellten gewöhnlichen Differentialgleichungen ergeben, 
die vorgelegte Differentialgleichung 

0 — dc, + X,dx; ...H+X,, A. 
sich in die Gleichung 

a 0 ce 70 0 7 0 

0=XA, de, +, de, ....+X2.-\1de,-ı 
verwandelt, oder in eine andere Differentialgleichung mit 
einer Variable weniger, welche aus der gegebenen Differen- 
tialgleichung erhalten wird, wenn man in ihr 2z,=0 setzt, 
und &), 205 vo 0 Kanı fÜr Ks Kay os. Xunnı schreibt. Die Inte- 
gration dieser letztern Gleichung giebt also die Integration 
der vorgelegten, wenn man in ihren Integralgleichungen 
wieder 2: 2, .... wi durch x y X23 .... Kon) Kon vermittelst 
der angegebenen Gleichungen ausdrückt. 





Nach der Pfaffschen Methode hat man nun in der Gleichung 
0 = Ada! +X.dx).... + X den-ı 


eine der Grölsen x), x), .... x}, einer willkührlichen Constanten gleich 
zu setzen; es sei also 


Kon] — OL , 
wo «, eine willkührliche Constante. Die Differentialgleichung wird demnach 
= X, dx, +X;, dx, .... + X. dx.» 
wo in den Größen X; für x&;,._, die Constante «, zu setzen ist. Hat man 
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diese neue Differentialgleichung durch 2—1 Gleichungen mit z—1 will- 
kührlichen Constanten integrirt, so füge man die Gleichung 

Em = Cu 
hinzu, und drücke vermittelst der Integralgleichungen des ersten Systems 
a, =, oo. &nı durch &, %, 5 »... X, aus, so hat man die z Gleichun- 
gen mit 2 willkührlichen Constanten, welche der vorgelegten Differential- 


gleichung 
9) == 4 dx, 4X; dx; .... +X,, As; 


Genüge thun. 

Man kann auf dieselbe Weise nun wieder die Differentialgleichung, 
auf welche die vorgelegte reducirt worden ist, auf eine andere mit 2 Va- 
riabeln weniger reduci.n. Das zu diesem Ende zu integrirende zweite 
System Differentialgleichungen erhält man aus dem ersten, wenn man die 
beiden letzten Gleichungen desselben fortläfst, &,.=0, &%,_ı = d, setzt, 
und für x;, X; schreibt x;, X;. Man erhält dann 22—3 gewöhnliche 
Differentialgleichungen zwischen den 22— 2 Variabeln x’, x, «... 2... 
Als wilikührliche Constanten nehme man wieder die Werthe von x°, 
Or Seree Kinos für 2,2 = 0, welche wir mit u &°,_, bezeich- 
nen wollen, und nenne A;” den entsprechenden Werth von X?, so ist 
die Aufzabe darauf zurückgeführt, die Gleichung 

Ads, FI, da”... +X,_,deij =0, 
welche aus der vorgelegten erhalten wird, wenn man x,, = X. = 0, 
= lıy Ins, Setzt, WO &, &, willkührliche CGonstanten bedeuten, 
und Ä°°, x” für X, x schreibt, durch 2—2 Gleichungen mit 2—?2 will- 


kührlichen Constanten zu integriren. Zu diesen füge man die Gleichung 


00 —— 
Konz ae Ur 9 


und drücke x, ©), .... x,_,; vermittelst der Integralgleichungen des 
zweiten Systems durch x), &,, .... x,-. aus, füge wieder die Gleichung 
Kzut  ly 
hinzu, und drücke x°, x), +» :» . x -ı vermittelst der Integralgleichungen 
des ersten Systems durch 2,5 %;3 +++. X, aus, so hat man die z Inte- 
grale der vorgelegten Gleichung mit z willkührlichen CGonstanten. Indem 
man auf diese Weise fortführt jede Differentialgleichung, auf welche man 
die vorgelegte reducirt hat, dadurch noch um 2 Variabeln zu verringern, 
dals man eine Variable =0, eine andere einer willkührlichen Constante 
gleich setzt, kommt man zuletzt auf eine Diflerentialgleichung zwischen 
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nur 2 Variabeln: 
Xda, + R,de, = 0, 

voin X,, &, zusetzen st 2, = 2... =; =(0, Lan 5 Zu zu, 

ar BEE Range 
Bezeichnet man daher mit &,, %;, »... &, willkührliche Constanten, 

so besteht das ganze Verfahren zur Aufstellung der verschiedenen zu in- 
tegrirenden Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen im Folgenden, In 
dem oben aufgestellten ersten Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen 
setzt man ©,,=0, 2,1 = 4, , lälst die beiden letzten Gleichungen fort, 
und schreibt x/, X; für ®;, ÄX,, wodurch man das zweite System er- 
hält; in diesem setzt man x), .=0, 2), ,3=0,, läfst wieder die beiden 


00 


letzten Gleichungen fort, und schreibt x, X; für ©’, X), wodurch man 
das 3te System erhält; in diesem setzt man x,_,=0, 2), &;, lälst 


00 


wieder die beiden letzten Gleichungen fort, und schreibt x;°°, X; für x?’, 


X?', wodurch man das 4te System Dillerentialgleichungen erhält, und so 


fort; zuletzt kommt man vi. die MORE welche das zte System vorstellt, 
BER rt _,n-1 n—1 
Ar de" + xV die, =(. 


2 
a. Rd -m gm 0 m 
Lälst man ©) 5%, 3 e... x ,, die Werthe bedeuten, welche in den 


grm-I 


2m-1 Pe des (n— Be "Spste ns Differentialgleichungen &’ , 


n-ın-1 nm -1 n-mn—l 


a" er für ©),,, = 0 annehmen, so geben die sämmtlichen 


Integr OH der verschiedenen Systeme, verbunden mit den Glei- 
chungen 


en  =u x =u x, ,=u "—gq 
5 — ı)9 —n % 39 ee» 8 ©o x — „> 


In—1 2n—3 2 2n— 1 
die verlangte Lösung. Man kann nämlich ; in der letzten der z Gleichungen: 


ac — u „0 — U ge" BE .. & A ev 
n — Pie 9 / 0) 5 : ns zum 3 >) [ Zu 7 E} .- pe Yn K2 


2n—3 2an—5 1 


vermittelst des Integrals der letzten Diilerentialgleichung (des zten Systems) 

n ml gl " ä 5 . ‚ 
x’ durch ©, , x, , dann in-den beiden u vermittelst der drei In- 
n-i n-1 gr nn? n-? 


tegrale des (z—1)ten Systemes x) , =, , a" “ durch ur FREE 


2”, dann in den drei letzten vermittelst der 5 ea des 2— ten 


n—? 72-2 n-?2 n-? gr -3 


Systems Differentialgleichungen & , x) ,x ,„x« ,„z! durhz , 


n-}3 n-3 


a 0...) ausdrücken, und so fortfahren, bis man vermittelst der 


2 


Integration des Isten Systems alles in den n Gleichungen durch die ur- 
sprünglichen Variabeln x, , #2, .... X, ausgedrückt hat, 
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Wir haben gesehen, dals wenn von den ?2 Größsen X,, X, : -- 
... Ay, eine Zahl 2—1 verschwindet, was den Fall der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen erster Ordnung giebt, die Integration des Isten Systems 
Differentialgleichungen hinreicht. Wenn eine geringere Zahl n— m feh- 
len, so dafs 

ud... = X, =0, 

so braucht man das obige Verfahren nur so weit fortzusetzen, bis man 
die vorgelegte Differentialgleichung auf eine mit 2?r—2m-+2 Variabeln 
reducirt hat, welche die Form haben wird: 


m-1 „ml m-i „„.m-1 . _m-i 


m-1 
PRERER 4 V 0 0 Ü 0 
= Anti Ü&,_mzı + ML as ÜX,_ m}? Ser? + ME dx, -2m+2 ? 


indem die Coefficienten von da”, da”, Fr da“ fehlen. Die Inte- 
gration des ten Systems Differentialgleichungen reicht hin, die n—m-H-1 
Gleichungen zu finden, durch welche dieser Ditlerentialgleichung Genüge 
geschieht, und man braucht keine Differentialgleichungen weiter zu in- 
tegriren. 


Man kann sich auch zur Integration der Gleichung 
X, de, +X,dax,....+X, de, = 0 
folgender Methode bedienen, welche von der Pfaffschen verschieden ist. 
Indem man nur x, und x, als Variabeln betrachtet, kann man durch In- 
tegration einer gewöbnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 
2 Variabeln 
A,dc+X,de, = Udu 
setzen. Beirachtet man auch x; und z, als Variabeln, so erhält man hier- 
durch | 
X ds +, d, + X, de; + X,de, = Udu+U da; +U'de,, 
wo, wenn man u statt x, einführt, U, ZU’, U’ Functionen von u, &,, X;, 
x, werden. Durch Integration einer partiellen Diflerentialgleichung erster 
Ordnung zwischen 3 Variabeln kann man, wie sich leicht zeigen lälst, 
diesem Ausdruck die Form geben 
Udu+U'ds, +0" de, = V,dv, +V.dv;, 
wodurch auch 
X,ds +, de, + X, de, +X,ds, = F,dv, +F;.dv;. 

Betrachtet man noch x;, x; als Variabeln, so erhält man hierdurch; 

Ada +$,da,....+A, de, = V,duy+f,.dvy+V' de; +V"dx,, 
wo, wenn man v,, 2, statt x,, x, einführt, U, F/2, 7, F“' Functionen 
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von D,, Day Kyy Kay X, &, werden. Dem vorstehenden Ausdruck kann 
man durch Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
zwischen 4 Variabeln die Förm geben 

de, + V,;. dv, + V' de, + V'de,;, = W,dw + W, dw + W,dw;,, 
wodurch auch 
X, de, + X.da,....+X%,do, = W,dw+ W,dw+ W,; dw,, 

u.s. w. Fährt man so fort, so erhält man, nachdem man zuerst eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung zwischen zwei Variabeln, 
und dann hintereinander partielle Differentialgleichungen erster Ordnung 
zwischen 3, 4, .-.. 2 Variabeln integrirt hat, zuletzt durch Integration ei- 
ner partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zwischen 2-1 Varia- 
beln die verlangten 2 Gleichungen. Da nach dem oben auseinanderge- 
setzten Verfahren eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwi- 
schen #1 Variabeln die Integration von 2—1 gewöbnlichen Differen- 
tialgleichungen erster Ordnung zwischen 2% Variabeln gefordert, so sieht 
man, dafs man nach dieser Methode eben so viel Systeme gewöhnlicher 
Differentialgleichungen zwischen gleich viel Variabeln zu integriren hat, 
wie nach der früheren Methode. Wenn 7z von den Gröfsen X,, X,, ».. 

.. X, gleich O sind, so kann man sogleich bei diesem Gange der Opera- 
tionen mit der Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ord- 
nung zwischen 2-+2 Variabeln anfangen, 

Den 9ten December 1836. 
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9. 

Recherches analytıques sur les expressions du rapport 
de la eirconförence au diametre trouvces par Wallis et 
Brounker; et sur la theorie de Vintegrale Eulerienne 
N AR dz(1— x”). 

(Par Mr. Jean Plana a Turin.) 


(Suite du No, 1. dans le cahier pr&cedent.) 





16. 


Überchons maintenant l’expression de ces int@grales par des produits in- 
finis, ainsi que cela a ete fait par Euler dans le premier Memoire qu'il a 
publi@ sur ce sujet. 

L’&quation (29.) donne 


1 n o—1 n ! a 
v ar de(1 —x”) = nf ade (i—x”)". 
0 Jo 


yn 


Done en combinant cette @quation avec l’equation (36.), on aura 


Slertaneer" = fake) (aaa) 
ee Ve rn 
(pt2n)(g+3)/ Kpt3n)g+) 


Actuellement, si Von change g en Z il viendra 


44. [ de(1— a)" Sie = (7 ar ) 


0 7 
+p+2n gtp+3n 
x 3n( 1527 ,)6n A) 























4 


etc. 
Le second membre de cette equation presente les quatre varidtes suivantes 
dans la maniere dont il peut ötre &erit: en posant pour plus de simplicite 


Lot 
= (l—.a”)” , 
on a: 
. | Katie = p+tq4 ERIER Ziieteh)  Spbat sn 
pa (p+tnr)(g+n) (p+?n)(g+2R)(p+3n)(g+3n) 
An(pt+g+tin) 5SrtptgtödrR eio., 














x (p+4n)(ga+4n) (p+ön)(g+ön) 
21° 
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46. N Xer- dan „re. „Beippeper. Antppenl etc., 





pq(p Ferlete) (pt+?2nr)(g+?n)'(p+3n)(g+3n) 
47. S Kartdı= { 1 n(p+9) 2n(p+g+n) Sn(p+g+2n) 


P g(p+ tn)" (g+n)\(p+2 n) (g-+2n)(p+3n n) etc. , 


Ze 1 n In In An 
’ 3 x p—1 — tele EN 
- RA ER q at at an GH ng tan 010 


u tr ptatr ptaor?e 
AN ® u. ‘ 
P ptr " p+?n 
pourvu que ces produits soient continues a Vinfini. La formule (45.) est 
la plus caracteristigue a l’egard de la fonction de p, q, 2% qui represente 
cette integrale definie, C'est par elle que Euler, vers lanndes 1765, 
devoil@ les principales proprietes de cette fonction dans un memorable 











etc.; 


Memoire qu'il a publie dans le 3"* volume des Miscellanea Taurinensia. 

La seule inspection de cette formule d@montre que, pour une m&me 
valeur de 2 on peut @changer les deux exposans p et y sans faire varier 
la valeur de cette integrale definie: ce qui fournit l’equation designde par 
(a’.) dans le $. pr&cedent. Il n’est pas moins @vident que, dans le cas 
de y=n, la valeur de cette integrale definie est dgale ä n On ex- 


prime cette propriet@e par T’@quation 


a (2) = (*) — 1 
. n p p - 


Dans le cas general on a, conform&ment ü l’equation (45. 4 


0. (2) ein aha) euer) 
q pq (ptR)(atr) (p+2R) an) 
Done en changeant p en p+yg et gen r, on a de meme 
= l ] h / 
(e* 7) — ri: er tptatm) 2atrtptat2r 80, 
r r(p+9) WERTE p+g+?n,(r+2n) 
Cela pose, si l’on multiplie ces deux dquations, il viendra 


(2) (e*3) —_ Ptatr Rt thptatm_ _teRthptath?n) oo 
q r IT par KptRr)(g+n)(r+n) (p+?2n)(g+2n)(r-+2n) ’ 


Or il est manifeste, que la permutation entre les trois lettres p, qg, r ne 











change pas le second membre de cette @quation: done en faisant les trois 
permutations deux a deux, dont sont susceptibles les trois lettres p, 4, T, 
nous Aaurons 


2 (ei) = CH) =. 


C'est preeisement ainsi que, Euler a decouvert cette &quation fondamen- 


tale; et certes il ny a aucun moyen plus naturel pour rencontrer cette 
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frappante verite, ä moins qu’on ne veuille faire pr@ceder P’&quation (£.), 
dont celle-ci devient alors une consdquence immediate. 
La möme &quation (45.) ou (49.) offre une autre consdquence fort 
importante: en y faisant p+-y =n, on en tire 
( p )= x An? On? 16n? 


’ . e — {1 
R-—P pP n?——.p? An’—p* Yn*—p* 16n® — p* etc. 








Or il est manifeste pour tout homme qui connait la transformation 
. oc? r? r? 
nn et li) a 


Un? 











4n?® 
que l’equation precedente revient ä& dire, que 
50, (- P ) = (*—?) — BER... 20 
PR P n sin PT 
n 
17. 


Euler, qui tira un si beau parti de la factorielle (49.) en etablis- 
sant par son moyen l’&quation (Z.) et l’equation (50.), observa aussi, 
quelques anndes plus tard, que cette serie de produits avait, comme la 
factorielle de Wallis, linconvenient de ne pas oflrir le moyen le plus 
expeditif pour Evaluer numeriquement ces transcendantes. Alors, au lieu 
de s’en tenir a la serie fort peu convergente 








1 7-1 1 n— 1 n—qa In— 1 
p-1 th q, q 2249, 
51. „® dxz(1— x”) 2 Pr 22% a ae + etc. 


qu’on obtient en developpant le binome et int@grant ensuite depuis x = U 
jusqu’ä x =1, il imagina de partager en deux parties l’int@gration de ce 
m@me developpement, et de prendre la premiere depuis 2 = 0 jusqu'ü 
x"—=*, et la seconde depuis x"=% jusqua z=1. Par ce moyen, 
Euler , obtient la double serie 

I 


52. f Ai dxe(1—x”)” 




















P . 
8 n—q 1 n—qg.2n—q 1 | 

Mr | , * 2n sr  2n.4n "2n+p 2 BR 
q / 

ns n— 1 n—p.In— 1 E 

yo n 1 p pP A 

+2 Lg „ an rs 2n.4n Ereerie0 


qui se trouve rapportee dans le Tome IV. de son Galcul integral (V. 
p: 323 — 325). 
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Sur cela jiobserve, que si 9=p, ona 


1 a 
53. / ade(l—a”)" 
/O 
u in BR. 1 n—p.2n—p 1 . | 
5 p ” zn ee In.An 35? te. ]- 
Or il est facile de sommer cette serie, autrement que par Vintegrale de- 


finie qui compose le premier membre de cette dquation. En eflet, on 
peut l’Ecrire ainsi: 














E19 

1 1/p 1 1 n n 1 

TEE 1 Cine 7 VL en © m 
4 £ ” — +1 u 

) n 








ST y 2 + etc. 
E43 
n 
Mais d’un autre cöte, on peut &crire 
{ ı B_ 1 ı £ 
_- = / u  7E- = | z"dz; 
Al 2414 
A n a3 
1 ı 2 
—— am s»”’ 033 etc.; 
2.22 . 


n 


partant la serie pr&ec&dente est &quivalente ü lintegrale defnie 











£ DURRR \ | 5 BER 
p Ras 1 /pv 1 R-, 1 F )(? 2) un 
rt nie 1 Cd aa are 2 , 
tr (2-)2-2)(2-;) 
1 n n n 2+2 
-2- 1.2.3 ll a 


ur 1 i P_ı 
[7 n 
ie V dz(3—!z’)”" . 





De sorte que, on A 
) 





p 
—-L£ 
/ ı"daeli—z)”" = j dz(z— ii: . 
rd n vn 
Actuellement, si lon fait 2?3z—z’= u”, on aura 
Nr P |. t v1 d 
Koss \ en u u 
/ ar dat — a”)" m 2 ” 


Fa V(t—u”)’ 








. e Li » 
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ou bien, en &erivant x au lieu de x: 
Bit 20 | nam EM —_— u ‚a... 
Fi ar dae(1l— x”) = 2 ‚ Vu) 
ce qui s’accorde avec lV’equation (B”.) trouvde d’une autre manicre dans 
le $. 15. 
En appliquant une idee analogue au second membre de Pequation 
(52.), on va voir, que les deux series qui le composent sont sommables 
chacune par une integrale definie distinete. Pour cela, il faut d’abord re- 





marquer, que l’@quation 


Sera "era ferne 


() 
Ya 


est &quivalente ü celle-ci: 


S tdzt-e) N tded—an)" N Hdelt-an) en 
0 


comme il est facile de le demontrer, en faisant dans la seconde partie 
1—x"=y", et changeant ensuite y en x. 

CGela pose, si Von fait &=3(1—y(1—z”)) on obtient, en £ecri- 
vant x ü la place de z, apres la transformation: 


1 he ER 
ar" de (1— x”)" 
0 


wtf ie | u-vu-an)* "urra-ey" 
VL a ya" AYa-anje 


Le second membre est, comme on le voit, beaucoup plus compliqu@ que 


le premier. Neanmoins il y a des cas ou cette manicre de voir peut ötre 
. n . [4 . 
utile. par exemple, p—yg =; alors on tire de cette equation 


Le —:7 1 xc97T1dxs 
x? dalt—e" 2“ 
N” . o VY(L— Va”)? 
ou bien, par le changement de x en x’, dans le second membre seulement: 











i HZ a 2-1 En 1-21 i 22ı1da 
55. J, x dx (1— x”) == 2 Ei vo" 


En Ecrivant S au lieu de g, cette formule donne 


n.. 
6. / = P 


E 


er sp „pP ı 
det = ee 








QD 
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Eon rapprochant cette Equation de cette designde par (2'.) on entire la 
consÖquence, que z2 et p Ctant des nombres pairs, on a 


jr 
> +f 2 Pr 
57. u. a 72” (?); 
ip 77 5 
ce qui &tablit une relation fort simple entre deux intdgrales Euleriennes 
de premiere espece dont les exposans satisfont & cette forme, 

La double serie qui constitue le second membre de l’&quation (52.) 
n’ofirirait pas le meilleur moyen pour calculer le rapport de deux inte- 
grales de ce genre, dans lesquelles les nombres p et q seraient fort grands 
comparativement ä l’exposant 22 du radical, 


En pareil cas il faut recourir d ia formule (£.), laquelle donne, en 
vertu de la propricte [(a+1)=al(e): 


E win 
B. [ a deln)" = 24 I +1) G +1) 





Jo pa - (+4 ; 
rt) 
Par la formule de Stirling developpee par Euler, on a 
T(a+1) = ki 


BD‘. 





1 139 
ee 12.5 a + Z012a)° 00.0) et 


et par consequent 
1 RD n n. 2; NZ, 
p" / artdei— zc*)" _ @* ‚(gr ya. 
0 p+g* n. pq Nu 9 
Pr” 
! 74 71 „e u 
ou N’, N”, N’ sont les valeurs que prend la serie ZH =1 + - + etc. 
en y faisant successivement 


ee. ur; 


n n ? n 








Si, au contraire, l’exposant 2 &tait fort grand comparativement ü p et g, 
il faudrait recourir ü la formule 


T(a+1) = 1-a.C+(3C+#)a’+ ete, 
C= 05771566... 


donnee par Legendre dans le 1” volume de ses Exercices de calc. inte- 
gral (page 282). 
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6. 18. 
L’©quation (45.) n’etant vraie, qu’en supposant infini le nombre des 
facteurs, il est interessant de chercher celle qui doit la remplacer, lors- 
qu’on prend un nombre fini des mä@mes facteurs. Pour cela, remar«juons 


d’abord, que Te&quation (29,) par le changement de y en z, donne 


i A 1 Eu 
partant on a 


Ä Ti 1 3 nf 
58. . ar! dz(1—x”)” — etıf „rt! dz(1—x")"” a 
wi 


Par une application repetee de cette formule, on a donc 
1 = 
59. / atdeli—an)" 

u 


1 . RP 
= ern, rer f art! Je d—x")" 


p+a p+to+tr p+tot2R f! ni en. 
pn pr JS,” u, 


on erg, ErITN kuss Ptgtin f" zpkiton dx(1— x") 
p ptn ptin Jo 
Cette transformation &tant aussi vraie, lorsque p=2, on en tire 


1 I 
S a! da 1—x")” 


0 


_ g9+r g+2n g+3n return (4)a-1 1, / m 
— 7 . In . In une G+1)n ’ x dx d—x J f} 


Mais il est Evident que 
1 n—1 2-1 1 
/ atdai— a)” = —. 
vo q 
Donc, en changeant ‘ en «—1, il viendra 
; R'ı RM 
60. 1 — g+n q+?n zgirın-i dxz(1— x")* j 
0 


q n ® In se e0— in 


—1ı 





-i 








ala 


—1 
© 




















ou bien 


Be 


1 n In In in B _ 
RErEn Eu “ EEE er; ng and G+lm—l 4 FE n\n 


Si l’on fait pour plus de simplieite: 


ı [0 
u nt 
v2 artitor gel —x")" 


q ’ 


Le 
n 








= 


— ı . 
‘ at dell—x”) 
Crefle's Jourral d. M. Bi. AVIl, Hit. 2. 2 








170 9. Plana, sur les expres. de sı de Wallis ei sur Tinidgr, Eulerienne [_ xP*da(1-x”)% 


le produit des @quations (59.) et (61), donnera 
1 en 1 » In In ın 
m p-1 (Ye 2” rs — Pr - FE , EEE Yu rg 
6 }. x dx( ) g gqtn g-+ ®’n gt+3In g-Fin 
x ptg ptotn ptgt?n ptgtin 9 
“Op " p+tn pt ?n "Oo p+tın Q 


n r N (4 A [d . 
En variant la maniere dont cette equation peut Ötre Eerite, nous aurons 


' 4, ’ ’ x 
8. [etdri- nr er, atetgte)  2ntptgt2n) 





— — 





/ pg “(p+tn)(g+n)' (p+: 2n)(g+2 n) 
„ Irlpt+gt3n) in(p+g+tin) O: 
X PH öR)gF BR)‘ (ptinjgtin *’ 
64, / ac’ 'dx( Ian)" a hu .— u er 1) _Sr(p+gtn) 
u pa (p+R)(g+n)""""(p+2n)(g+?n) 
An(p +gt+2r) (ptg+G-Vn) pt+tatin) O0; 


n TEN] 4+3n) ara (ptin)(g+ in) 
_ 0 | de 1 (p+4 In(g+H-p+r) Sn (a+p+27) 
09. / ar" dr (l— r”) En Tau oe / 
“ pP qQ pP - n)' (gyn (pr!n) (g+2 n) (p+ In) 
ini r) ptartir), 
Pe („+ G—1) n)(p+ in)‘  qg+in Q 
Independamment de ce qui pr&cede, il n’est pas diflicile de d&montrer, que 


le rapport des deux integrales designe par Q s’approche de l’iunit@e a me- 





sure que le nombre ? augmente: de sorte quil se confond avec l’uuitd 
lorsque 2=%x. En ellet, supposons, pour un moment, que pP soit un 
tres-gerand nombre et voyons ce que devient dans ce cas particulier Tin- 
t@grale delinie 


a5 9 AR er I 
/ ar de (I—x”)” = / a’de.A = X d.x’. 
« i) i u p 


En posant s=x”; les limites de la nouvelle se; s seront encore 
s=0, s=1: donc en remplacant la lettre = rag la lettre x, on a 


—1] 
/ | a LP * PiRB« X 3 dx. 


Pour un auftre exposant p’ on aurait Ei meme 


” 


BE 


SS "de X = af u. ) dx. 


v0) (0) 


Mais si, p et p’ sont deux aa fort sr. on peut faire 


_ 0 1 n 1 
1-0 el): 


et par consequent 
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nf AR 


1 1 + % 1 n „ ı Ye 
/ x" dx.Ä wi E>} A dx.(log = 
« N P P a \ X 


v) 


ve 
+ 


6 
“ 


> BR a 


v1 1 \n i n 
ORPTUE EN A. F ( :-) 
F ar"de = 7) J. dx.\log > } 


f) 


De la on tire 








. / ı 2 N k' A 
Donc, en faisant pP —=p-+X, on aura vo — (1 4. P; ce quı rend 
pP 
a mr (4 ) . . . 

manifeste que la difference % etant finie, la limite du rapport de ces deux 

integrales doit Ötre Funite, lorsque p—= x. 

\y 19. 
Dans le cas particulier de »y--y=n, la combinaison des &quations 
(50.) et (63.), donne 
a ir RE ee 
‚ pr p n”—p” 4n?®—p* Yn’-— pP  aen—p* (i+1l)n pP 


A Kon 
n 


ou l’on a fait pour plus de simplieite: 


n 
1 . 
7 I)n—1 a: 
A „Prır dz(1— x”) " 
/ . () 
= - | 


uf 3 I 
3 atrar In (1—.a”) 7 
Il suit de la, que 


67. ee pt _— BE 0; 


’ 














Fr a3 EDER). 0E) 
n n n n nn”, 
Maintenant, s’il Ctait question de savoir ce que devient le second membre 
de cette @quation pour une valeur fort grande de ‘, on pourrait s’y pren- 
dre ainsi. 
D’iapres la formule (2.) posce dans le $. 13. et la propridte 
T(a+1)=al (a), nous avons 


” T (+2 +1). 16-242) t p rat) Feat) 
ER T@-+2).T (+1) LU acHnl IUG+1)]? 

Mais a €taut un fort grand nombre, la formule de Stirling de&veloopde 
par Exler dans son Calc. difl. donne 











22% 
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Ta-+1) = (E)'Y@ra).M; 


e etant la base des log. hyp. et M: 
| 1 139 571 
2 cr (12.0)? 30(12.a)? 120(12.a)% 


Donc en appliquant cette formule A lexpression N de 0’, il viendra 


MORE: etc. 











+ +7 +3 mn 
0' pen I1— eur ze’ P | +2] de] " ® = =, 3 
. n(i--1) in in Mm 
ou M’, M'', M'’ sont les valeurs deduites de l’expression prec&dente de 


. * Be “ P = * 
M, en y faisant successivement a=i+ , a=mi—-, a=i 


De lä nous concluons, que 
Ba 1 < 
68. BON. e 


(-E0-2)6-2)-- 78) 
Tp p nn Tun 3 -i+ E-4 am"? 
[+2] [1-2]  Wm* 


A l'aide de cette Ban on 2 pri le reste de la factorielle 














1 (1 > =) ete 
sınz ==xr An: gg: .. 


apres avoir calcul& le produit U assez PN nombre de ces facteurs. 


20. 
Jusqw'ici, nous avons tacitement suppose, que tous les cas de lin- 


Sara" = (2) 


pouvaient ötre rameneds ü ceux ou les exposans p et q sont inferieurs ü l’ex=- 
posant n. Mais s’il &tait n&cessaire de le d@montrer cela serait facile, Eu 


effet: par le changement de p en p—n la formule (58.) donne 


J[ = dztı FL — Seat" 
 ptamndo 


0 
ou bien 


tesrale dehnie 








ur ‚ra Ze 
u. (7) m nen q )- 
partant, il est visible que, ü l’aide de cette formule on fait dependre te 


cas de p>n de celui ou on aurait pn. 
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Si l’on observe maintenanf, que (2) = (2) ‚ on aura, en appliquant 


au second membre de cette @quation la formule (69.): 
Pp\ _ _ gan _famr\ _ gr fo 
er; (7) Ei u) p )  ptr—n m 
A l’aide de cette formule, on pourra r&duire le cas de y>n äceluide y<n. 
Lorsque p et g sont plus grands que Zr, on peut r&duire la trans« 








— 





cendante (2) ä une aufre semblable, repr&sente@ par GP), ou n—p et 
n—g sont plus petits que 37. Pour trouver cette formule de r@duction 
jobserve que l’@quation (E.) d’Euler etablie dans le $.16., donne 
p\(p+7\ _ (r\(rtr\. pto') _. (r\(etr 
EI - IT FA =- IT). 
Donc en faisant le produit de ces deux dquations, et prenant ensuite 
p+-g=n—g, r=n—p; on obtient 


MIFRIFZTETIEH 


_ Fu 
- A ar 
a q sin pw en q" 


Cela pose, si l’on prend r=n—p—4, ilest clair que cette @quation donne 


K (2) (—P) — EEE... sin(p-+g) W 
q Rp rn (r—p—g).sinpw.singo * 


Legendre a remarqu& le premier cette consdquence de l’equation d’Euler. 
Lorsque 9g=p, on obtient par-lä: 


X' (£)E=?) RR 20.cotpw 
; p/\n—p a Te 


. .. p n— 
En substituant ici pour (2), (— 
(3”.) trouvee dans le $. 15., on aura ce r@sultat remarquable du ü Le= 
gendre, savoir 





















































KH ı „ide a Pride: 2o.cetpe 
4 o Vliil—ax’)J, Yil—a”) 7 n—2p ° 
$. 21. 


Le principe compris dans les deux formules (69.) et (70.) une fois 


pose, il est clair que, pour chaque valeur de 2 on peut former un nombre 
n® de fonctions semblables ä celle designee par (>) ‚ en faisant successive- 
mentp=1, 2, 3, ....n, et 9=1,2, 3, 4, ....n. Parmicelles-ci, plu- 


sieurs sont immediatement integrables par les formules 
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o 
Henn ri = 
I) —; = : I\— {1 
n p u > ı PT 
{ / nsint— 4 p 
n 


trouvdes pr&cödemment. Mais, afın de rendre plus sensible le caractere 
de ces transcendantes qui restent apres Vexclusion de celles qu’on peut 
valuer par ces trois formules, voici le tableau de la totalit& de ces inte- 


orales puurn=betn=1, 


. > 
Tableau des fonctions (") pour n==6. 


q 
4 OD a A DM 
Gb» 25 Wr @b» Ds @) 
(3); (3); (3) (%); (3)> (3) > 
(2); (7)> (2); (4)> (3); (3); 
FH 5 
(z)> (5)> (2) > (8); (3) ($). 


Tableau des fonctions (£ pour n=]7, 


q 


> 5 ob MD DH HD 
>» Gb Gb» @ @b GG) 
3 9 GH 
(3), 3» Gb GH + DD GD 
Gb 95 BD 
Gb GM Br 
7 O9 AM DM AD 


L'inspection du tableau relatiff a = 6 montre, que en excluant: 


) 
P) dans lesquelles un des deux nombres » ou 9 


1’. toutes les fonctions ( 


J 
est egal ü 6; 2°. toutes les fonetions dans lesquelles la somme p+ty=6, 
il en reste un nombre exprime par 
nn (a1) = (a —1)a—2) 
Parmi celles-ei, il y en a 2 —? sans repetition, mais, les autres 
n (2). Donc, le nombre 


— 
.— 


sy trouvent doubles, d’apres le principe P.) 


ces fonetions absolument differentes est 





An eine), 2: A 
A 2 a 


7, donne de meme 


L'inspection du tableau relatif a z 
nn (N 1)— (n—1) 


I 
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pour les fonctions restantes apres l’excelusion de celles ou p ou g est dgal 
a 7, ou bien leur smme p+9==7. Mais, parmi ces (n—1) (n—.?) 
fonetions il y en a a —1 saus repetition et les autres doubldes. De 


sorte que 

RN) (rn —Y—(n—1) _ (n—1)? 
2 "... To 

est le nombre des fonctions absolument difförentes. Un examen tout-ä- 

fait semblable fait sur les autres cas conduit ä cette conelusion generale: 


que, le nombre des fonctions absolument diff@rentes, apres l’exclusion de 





nn 1 — 





celles qu’on peut determiner par l’un ou l’autre des trois principes rappelds 
au commencement de ce $.; est exprime par 
n(n—2) 
2 





sı le nombre n est pair; 


(n : 1)? “ . . 
—5— Si le nombre n est impair. 
Le nombre de ces fonctions sera done toujours pair. 


6.22, 
Pour mieux fixer les idees, voici le tableau de ces fonctions pour 
n=3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10. 

(1), @))} pour n=3. 
(1); 1) @)» (3)} pour n=4. 
(1), (2) 9» @), G), (9, (H)} pour =). 
HD 9 DM BR > ZI, A} pour nt, 
® 0, 9, 0 OO, 2 DL ou nr. 
4)» 5 @5 E55 5 @) 3 (8) 
(#)> (1) (3); (#)> (3)> (7)> e, (2); 3, )» (2) 
(2); (2 )» (2)> (3) (4 )» (3) (#)> (3); (2) (3 
(> @) 95. A). 


de pour R==B5, 
(7)> (7); (7) (2); (7); (7)» (i ); (2) ’E (2 I (2) 

(2)> (2)> (3); (3), (3)> (#)> (2 )» (3), ( )» (3) 
9 9 &, (7) 
(7), @): 

5» 95 I MD DD 2 
(2); (2); (2)> (2)> (3); ($), (3); (3); (2); (#, 
OROHKORLO KO TKOREORKOTEEH & 


GR 


pour = 4 


pour 2= 1. 





al 


L 
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(d 4 
En general, pour toute valeur donnde de z, on formera le tableau 
de ces fonctions qui 8’y rapporte en suivant ces trois rögles: 1°. La moi- 


ti6 des fonctions ( - ) doit @tre form6de par des nombres tels que p+y = 
na—1l, oup+g<nr—1. 2°, L’autre moitie doit &tre formde par les nom- 
bres qui donnent p+9=r+1ou p+g>r+1. 3°, La plus grande 


somme p 7 =2n2—2, 
Maintenant, il s’agit de savoir, comment, ü l’aide de l’equation 


2 (De) = (eh) 


d’Euler, et de l’&quation 
2p 


I. (2) zu; 2 *(B), 


trouvdes dans les $. 15. et 16. on peut reduire au minimum le nombre 
de ces transcendantes, pour toute valeur donnee de l’exposant n. On 
pourra ensuite examiner, si les cas irr@ductibles pour une valeur donnde 
de z, sont r&ductibles aux cas analogues qui se rapportent aux valeurs 





inferieures de n. 


$. 23. 

Avant tout, nous ferons observer, que l’@quation (L.) ne peut ätre 
employde que dans le cas de 2 nombre pair, parceque Zr doit @tre un 
nombre entier. D’apres cela, afın d’etablir d’abord les r&sultats qui ont 
lieu pour tout nombre entier, nous &carterong l’@quation (Z.), et nous cher- 
cherons, ä l’aide de l’@quation (Z.) seulement, le systeme de celles qu’on 
peut former pour chaque valeur de 2. A ceteffet, il faut d’abord remar- 
quer que, en posant r=1, on peut reduire a deux. les fonetions qui de- 
meurent inconnues parmi les quatre correspondantes a chaque valeur de 
p et 9, apres avoir fait r—=1. De sorte que, au lieu de l’&quation (Z.) 
nous allons op£rer sur celle-ci: 


.. (MIA 


Ce principe ainsi pr@sente ne serait pas tout-ü-fait clair; mais la forma- 
tion ellective du systeme d’@quations qui se rapporte aux preMieres va- 
leurs de n fera disparaitre toute obscurite, et rendra &videntes les gend- 
ralites auxquelles on peut ensuite s’elever. Voici ces equations deduites 


de l’&quation (E’.). 
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Pour 2 =3. 


G)E) = (GR) 


Pour 2 =4. 


21/23 a Z308 
(2) (7) (9) N.B. La formule (69.) donne 


DO = HG raue 
DO=W® a 


Pour 2 =). 


Ga) = (MR) 
2/4) — (?\/3)} 
m Bm 
38) . “{ N.B. La formule (69.) donne 
G)G)= (7)(3) ($,) uf 
= 737/53 
DH =ME I aa 
OO = WM nu 
5 /\9/ 
an) =G%) 
Pour 2=6 on & les six dquations relative ün=5 plus les quatre 
suivantes. 
2) = (GG) N.B. Il faut laisser dans les six &quations precdden- 
(4)(7) = | tes les symboles ($), (£), et par la formule (69.) 
(+) (8) —— Da etablir ces trois Cquations 
=. D=10; W=30; Q= 


Pour z2=7 on a les dix @quations relatives ä n=6, telles qu'elles 
sont primitivement €crites, plus les cing &quations suivantes. 


3)(8, 


G)i)= w 
(3)(7) = OR )E  N.B. La formule (69.) donne 
(3)(7) = (71)(#) (3) nn :(m5 = 3 ( 1); 
GICIEZEEIIE) y=in; M=#Q). 
Hr = (6) 


Pour 2=5 on a les quinze &quations relatives ä n=]7, telles 
quelles sont primitivement €crites, plus les six &quations suivantes. 


@)G) = (16%) 

357) = (Gl N.B. La formule (69.) donne 
Dr = mM Dei; Du iQ); 
Gr = mM) Did; = 20); 
GE Mein. 

HE = (DE) 
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Pour n=9 on a les 21 &quations relatives ä =, telles «qn’elles 
sont primitivement £crites, plus les 7 &equations suivantes. 


OEL 


— N) 
(7) /ION — (2) (8) 
on en /p N.B. La formule (69.) donne 
-- En a er apa 1(T); (1) zu 2/2), 
(Fl ı) uns 1)(5) 7) — 3 (2); (2) ie 
7\y/13 N — (Z)(8N 2 -—- 4\1I 2 rr #(2); 
AERO Beil = 
ne = (r)\7 J 
77° \(% —— : EN 
(F)\ ni (7)(8) 


Pour n= 10, on a les 28 @quations relatives a 2=9, telles quel- 
ies sont primitivement Ecrites, plus les 8 &quations suivantes. 


a a ee 

(2/\1) = \1)\T) 

(B8\ (7) — 8\/D\ 

5 6) I N.B. La formule (69.) donne 
DO=OOf warm: = 30; 
‚yP7; , VONEEE o u ef 

(7) (5 = (7) 2) 19 am 2/53; a 4\. 

8 Mr 8\/0\ (7) Br (9; T Pr (9); 

(5) 3 —— (1)(8) (2) ad $(S); BEER $($); 

EEK UL, wur 
A nz s(r) 

6) = (1) 

= MN 


La loi de la formation de ces syst@mes d’@quations est par la rendue 


evidente: il y en a pour chaque valeur de 2 (depuis 2=3) un nombre 
— 2)(n—1) | 


‘ 


a (n 
exprimed par 





2 


‚ soit pour 2 pair, soit pour rn Zrnpair. En ra- 


t 


prochant cette conclusion de celle &tablie vers la fin du $. 21., nous di- 


rons, que le nombre des transcendantes = qui demeurent independan- 


tes est exprime par: 














n(n —?) (n—2)(n—1) __ al pP: 
a1? _mn—Y)a—1) _ n—1 ' 


La formation ellective de ces systemes d’equations pour les premicres va- 
leurs de x fournit le tableau suivant. Nous supposons, que la lettre « 


. . oo, st 
remplace dans chaque cas particulier la quantite —. 
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(7)@) 





| (2)» 


sin w 





sin 2 w 


OIC: 
1 


sin 4 w 





(2): 
» 17) 
sing w 











°. 5 
sn W 





sin dw 


G)G)= 


2) (8) 
2 
(3) ha 





(5). 


sin @ 


mn EEE ge 


1) 
sin dw 
1 


. ° 
sıu1 @ 











sin 4w 


Systeme d’equations pour n = 3. 
0) 
sin w 





Systeme eg gie pour n==4. 


OB 00 = 
2) n 


Systeme d’6quations pour n=5. 





I 























) = 


I 


=(H(@) —— 
= dr TOloEn 
= ()(9 39)G 
Systeme d’equations pour n = 6, 
= (H4 1) 
2) er sin? “ 
= (9). Z_ Hd = 
= (). 29% 
=9® AOIe 





Systeme d’quations ponr n= 7. 
(7) (2) 
(G) 6%) 
(7) 8) 


| 














= 3 

= 9. 296) 
=o0 909 
= 0. HOIe 
| 


| | 


| 


| 
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- 


I 


(ME 


2/ 
(3) #) 
1/\3, 
’4 
I/ +). 
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{0} 


| 
u 
er. 
„u 


sw 


2“ 
a 
Min mil vet 


Di» Bo nl 
Be 
a ie a 


Fa‘ Te 


GN‘ 








9) 


nn 
\_/ 
ni 


f 
\ 


DGU)> 
N 


I3\/S5 


\ 2 / I J 


3\/6 
(3)1 


I 
er? 
# 1 
4 6 
2) (T) 


(8) 


\3/\T/ 
1 


sinus w 


ar1 
} 





(4). 


“) 





sin 4 © 
(2)(7 
1 


I indw 





6) 
sin 4 


1 /5\/I 
2 (3) (r 








Systeme d’dquations poır n=®8. 


(7) (%) 


() 





sind) W 





= (9) 1(2)(4) 
= (2)(3 3.($) (2) 
= (#(9) (9) (8) 
= (f) m 


su 0@ 





(2). 2 (3) (r) 


sin . 10) 


























= m 3 (3) (7) 
on 4 
(den 39G 
— (4 ) (2) 3 5) (4 +) 
= (?)($) 3 (5)) 
1 
BE . _ 
= if). sin 6® 
Systeme d’equations pour n = 9. 
= (1)@) 35) (9) 
a 1 
= I / (3) (2) "sin8ow 
u 2 13 \ (u) 
m AT/\3/ sin 6% 
= (1)(%) 2 (2) (7) 
= 9) 3($) (7) 
= &) 2) #(5)(#) 
= (4) (5) = 
\r/\3) sın / @ 
\ 1 
— T/ sind 3 (3) (#) 
= (r)(2) 3 (2) (7) 
= (2)($) i9@) 
1 
a 
a— Ge *(z)(# 
= (7)($) (7) (8) 
= (2)(@$) (5) (%) 








| 


l 


| | 


I 


um 


ee | u eu | 


DR. 
DM. 


'S5\ 6 
(T) (z) 


D. 
Os 
Ol 
Ge 
) 
DR 
D@ 
HG) 
DE 
60763 
GO 
GR) 
Da. 





sin / 107 





wer 
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Systeme d’equations pour n = 10. 
































M)Ga)= (MN) 3(H)(5) = (7) (9) 
G)# = (1)() 3(3)(5) = (7) m 
. 1 m 
2)=WG Me = de 
0) a 
DO = 4 2 = (pe 
G)HD)=M)H 3) = Ga) 
(HH) = (i)(4) | 37)@) = HG 
se 2) = (@) id 
)d)= (MG 3(4) 75) = (25) 
HMH)=((G) 32)5) = (9) 
1 1 0) 
5  , u DER 
4). 00 Pr Du susSo (7 (2) 
GA) = (365) 3(7)(5) = (1) (3) 
GH)aH)=UG) 3a) = ()Q) 
1 1 2 #3 EB en /3 0 
G).9, > W Ho ıG@)@) = 6) 
— = (2)(9) <= NN 
19) = (2) 3)G)= (09) 
"9% = I <a) = (ih) 
1 y 7 Q 
(8) — 6 (7\/f2 ı (3 ® 
/'n9w (7 )» siu / W 8 (7) 8) (7) 
Bu} I» 
sin6® G)@) 
id) = MN 





$. 24. 
Maintenant, pour r&esoudre ces systemes d’quations, nous prendrons 
- ” ) 
pour inconnues, pour chaque valeur de z, les fonctions (£) dans lesquel- 
( 


les la sımme p+7=nr—1. Et, pour plus de sym£trie, nous ferons en 
general: 


I en (= me 


I 











Le choix de ces inconnues est le m@me que celui d’Euler: leur 
„», * „ . [4 ne —) . n—]1 Pr 
nombre est precisement exprime par _ si 2 est pair, et par —— si 


n est zmpair, 


2 





j1 “ | 
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Cela pose, voici les rdsultats qu’on obtient pour les premicres valeurs 
de z, en se rappelant, que la lettre » repr@sente dans chaque cas la quan- 





3 


Pour n = 4, 























2 4 Pr} 
He 
n 
Pour n 
‚ 2) em 1 fB 
\ — Eu . ® 
» 9) 
200 sin? 
1, 1° sin 
(3 \ 1 [07] 
2/74, sin?o 
Pour 
a sing@ 
— ) ne Fi r 
7 1° sin4o 
(2) sin @ 
Tr | Pr |. 
a “ sindw 
‚a 1 osın4w 
13). A,"sin®3w 
Pour 
’ sin 4 
{ / — A [) : 
. # 1 
E sin @ 
Kr 
2 SIun3@ 
() = A, ——— 
sin w 
Re sınd wo 
f : ı == E? . =. 





sin 


I: sın3® 


* . 
« R, sın 





\ 





( 





ulıa 


) m 


Relatirement ü ce cas, il faut observer 


dans le $. 22. donne 


4 



































(3) == I, 1 . - « 
3 2 A; sin () 

N 

n=5. 
= = 
2 A, vsiodw 
(%) an I. 1 a = 
3 2°’ 4, sind 
($) .g 1 ) 
Ar a 7 

nn =6b. 
(4) a: © sin 
3/ 4, sm3@.sin4w 
(4)  : WSnW . 
3 2* 42 siudw.sin4o 
Te 
S 2 A, siun3o 
(2) De 1. 2 = 
4 3 A, sin4w 

r 1 dı) 





z « ° . . 
#° 4, sino 


que l’equation (Z.) rappellce 


3/2 u 
G)= AyYN. 


En egalant cette expression de (3) a la precedente et observant, que 


5, on aura 


sin3n=1, suw = 





. ; ” ’ 1 
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En appliquant l’@quation (Z.) aux expressions de (7); 


toujours cette möme dquation entre A, et A;. 


Pa 
|4> 
er | 


A ü 
DD 
et 


(2) 


\ 


I 


g)=- 


(7) 
(7) 
(7) 
(7) 
(7) 
(2) 
(3) 


Hin 


| 


Pour 


sin 5 () 





sin & 
sin 4 





2 sinw 
sin 4 





sin @ 


sınd@ 





2 


sin @ 


sin? 4 w 





——— 


"sin@.siud w 
sin 4 

4 4 

1 © sin © 
A; sin to 








"sin3@. 


Pour 


sino 


1° 


sin / 


su) w 





sin 7 
sio4w 
sin / 


sınd5@ 





sin / w 
sin 6@ 
2" sin7o 
A,A, 
A: 
A? 
A, sin6@,siu 
A? sin4w 


A, sin7w 


sin#+w. sind 








sın6@.siu/ 





sin#o.sind o 
7o 





_ 4,4, sin5o 








A, 'sin7@ 

1 osin7 @ 
4, sin4w .sin dw 
1 osiın? @ 





A, sindw,sindw 


n 


-— 
— 








Te 


EN 

alu 

Ns 
| 


\ 


(8) 


Er 


) 
2 / 


\4 


/6 
\6 


7 
\5 





n\7 
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#4), (£) on trouvera 


f ©) SINn @ 


— ——— nn 


A, sin4@.sind © 


A; 





























f) Pin. SE —— ll 
? 4,1, so3w,sin4w 
1 0) 
J, sido 
‚1 0 
5 A sin 4 (3 
12) 
>» A, sudo 
. Ms u 
2 4, Siu5@.sindw 
u. © sın + 
4' 4," sindo. sind w 
AnÄ 
n A, os 
>’ Ad, sino.sindw 
1 17) 
I, su6w 
1 c) 


1 
2' 4, sind® 


A, osinbw.sin?w 




















ze et r = 
. vr sn 4o.sın?5w 
[ A, () sin 7 0) 
er aaa sind 
3 er "sin 4 0.sindo 
I 1 () 
v A sin + 
a o sin? o 
au . > . 5 \ 
a 1 ) 
° . - 

*° A; sn) 
1 1 co) 
. £ ee u 

A, subw 
fe L () 
6° 


. . F ”* 
4, su7o 
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Dans ce cas, l’@quation (Z.) donne 
EETNd=r.4; 


et par consequent A, sin4o “ 
.— = y?2 
A, sin7w 





mais sin$w = 1, sin7w=sinw; partant 

4, == Ay. sinw. 
Les autres dquations qu’on peut faire ü l’aide de l’&quation (Z.) se reduisent 
ü celle-ci on ü une identitc. 

Pour 2 =9. 




























































































a sin?7o | (2) biahe 1 _@ sin$o 
ch . sus ” Mn sındo.sin/ w 
Fu a sin6w ‚s —_ es 0 
2 Ei "sodw su A, sn7w 
dh sind @ =}. r o sin?/o.$8inw 
7 TI nn 5 "4,4, sin4o.siudo.sinbo 
(8) 2 sındw =! A, osinsw 
I, 5 4 2' 4,4, sin4w.sin6o@ 
. sinbw Br. 1 7) 
(+) — ls e (7) ——n io * ui 6 
sındı ; su6o 
Ä sin? o - 0 
CE 4 "sianso (4) za a sind 
u A,.A;, sndo.sin6o 1. — } o sind u 
12) = 77, "sin70.8inde SEE Sb ur N Peer 
A sin?5w (5) =! A,A, wosin7o.siußo 
w- — mie | ee 2 \ zz — “Te ” . . - Pr 
15 4, sin7/wo.siuow v 74:4, Sin4o.sindw.sin6w 
A,A, sn5o.sin6o (8) 2 1 KR. 
A, sin7o.508 5 4 „ Ssin4w 
. 2 w 
_ 4:4; sin6 w D=}. A, ‚„® sing w 
17) = A, "siuso d #" 4,4, sin4o.sin6o 
(3 A: A; sin?dw (8) ;i; 1 0) sind 
m A, dA, sin/w.sindw e A, sin4o.sin6 o 
a __ Arf. Sndo Gm}, A; _® sin 50. sind 
37 Tg, "sindw ! 5° 4,4, sin4o.sinoo.sin7@ 
u 1 © sınS u (5 . 1 o sınd CE 
..-—. —— EEE ge - 5 er - ’ . . i . _ 
ee A, sin4tw.sin dw : °’ 4, sin4o.sin7 
1 o sind w () 0 sind 
\ 1 u ER 5 r “ 4 —— = 
‘ 4, sin4w.sindöw x sin4w,.sin8o* 


_2 
L’&quation (2) LE) - 53" (2) (2) trouvree dans le $. 15., 
pP <P n 


’ 
donne dans le cas actuel, en y faisant p=1: 
BIETET 
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Donc en subsituant pour (), (7), (2), (7) leurs valeurs et observant que 
sin 6w = sin3w = sin60° = Zy 3, on aura 


Pr sind A, e 
A, = A, 3 . ns 3 Ar 

























































































6 y 
sint u 2Y3.sin4o 
“ x . n m us 
ce qui reduit a trois les transcendantes auxiliaires, 
Pour z = 10. 
sin 8 w ($) = 1 o sing w 
(7) A: sin9o 4 A; sin6bo.sin?c w 
( 
. A, sin / (8) nen 1 re os 
(7) sing ’ A, su7w.siusw 
Pr A,. sind @ ie A, 0 sindw. sing 
= sad 7 772° 92 sind. sin?6w 
sin )@ (7) 1 4 Ü) sin8o .sınY9w 
2) A, = 2. ROTY rap sr Deapeae zu 
(3) sin Io A4,A, su5o.sinßo.sin? 
( 
a sin 6 @ G) = A; asien 
DA: sin dw 4/ 7. A,4A, sin6o.sin? « 
tw 1 0) 
GE 2 OR en 
. sinY9w ,„ sn/wo 
in8 1 (0) 
l 
For sind U 
TI Tr In 7A, Sin6w 
) sin 7 A, 0 sin8o.sin9 u 
(2) == A, A, maba.na/ı (zZ) = 6 Fer 7 
„ A, sio8w.sin)@ e A, 2 sindo.siu?:6« 
. . nl i 
3 A,A, siw5o.sin6w (8) RT Fr | = sioIm_ 
(3) A; "siuso.sioyw 5 a A sind. Sind w 
A: sndo.sin6w OWAHE r 1 a 
Or 9=r4 
\? A, siu8o.sinyw "A sind w 
f A,A, siun6w.sin’w in a osinygo 
(2) u A, sSsinSm.sindw (6) 4 42 udn. sun 
4 3 “7 e 4 
in 7 = A m @ sindm. sın Y4ı 
TE 4,A, su/o (2) a 24 100. 50, 
2) = 4, "snYo ” ei sind. sin6m.sin u 
nn 
} ( 
a A, 4: sındw.sın?do Pe: A, _ 0 sindm 
„= A,4, sin7o.siudw.sindw P° 5° 4,4, sin6o.einTa 
a A, 4A: sn5o.sin6o @) =}. 1 er... 
de A,A, siuußo. sin dw A, Ssiuu6 o 
A,A, su6o A 0) 
= y "sinYyw ee N 
I 
A? sin5o ut, o singen 
G)=-7Z.75 G)= 6° 4,4, sio7w.$singw 
4 4, sind „A, Ss 
. 1 osindw | (8) £ ie. u 
@) — 4. siodw.Fin6w | A, siudu 
e k 
1 m | ar ’ 1 9) 
G)= —.— Er gs 75090 
A, sudo I 
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Dans ce cas l’equation (Z.) donne d’ahord 
\ WE \ ni L 
Gert tA, 


ou bien 


A, sin = A; 
A, sudo 


mais sinow= 1, sin9w= sinw; partant 
5 
A, = Ay ?2.sinw. 
La m&me @quation (Z.) donne aussi 


Erin: 


ou bien, en substituant pour (7), (2) leurs valeurs: 





A, = 217°:4; dest-ä-dire I A,v8 — A sin. 
On a done dans le cas de z = 10: 


A, = A, v2.sinw; Ad, = Ay .sinw. 
Les autres equations qu’on pourrait deduire de l’equation (Z.) se r&dui- 
sent ü une identite. De sorte que, il suffit de connaitre les deux trans- 
cendantes 4, et A, pour pouvoir former toutes les autres. 


25. 


En examinant les expressions de (?) relatives ü ces premieres 
7 


valeurs de z, on voit d’abord qu’on pourrait, dans chaque cas, les parta- 
ger en deux parties: la premiere comprendra celles ou p+y <r—1: la 
seconde comprendra celles ou p-+g est Egal ou plus grand que r-+1. 
Le caractcre distinctifs de ces dernieres est, d’avoir pour facteur l’arc w, 
et une fraction dont le num£rateur est l’unite et le denominateur le nombre 
entier p- g—n. 

Apres cela on observera, que l’expression la plus simple de ces 
fonctions est celle relative aux cas ou un des deux nombres p ou 9 est 
egal ü Vunite. D’abord, elles ont pour d@nominateur commun sin (2 — 1)w 
= sinw; et afın de les rendre plus regulieres il suffit d’observer, que 
sinzw=sin(2—1)w. Alors dans le cas de 2 = 10, par exemple on a: 














. 7 * .. 
sin? 0 sın3o sin 4 
)= Aı- . (+) — A, 3 (2) = A,— . 
sin @ sin sin @ 
sın dw sın6@ sin? © 
Deal, ee er, 
sin @ sin @ sin u 
R sin$o 
\= 4, 2 





sin w 








‚ Plana, sur les expres. dern de Wallis et sur l'intdgr. Eulerienne [ ap da (1-20”)?. 187 


Pour rendre manifeste la loi de ces expressions, il sıf[t de remarquer 
que, ayant fait 





a 


on a aussi, par la propriet@ fondament ıle de ces fonctions : 
a 
4. = ho): 


n—a—i 





et que par consdquent on doit etablir l’&quation 
(L‘.) A, = Malin: 
Cela pos® on pourra €crire, en general, 


(L“.) (+) Sina + No 


1 sin 


Cette formule serait ainsi @tablie par induction; mais il est facile de la 





demontrer a priori a Vaide de l’equation 
I) = AT) 
a’/\r r/\q 
qui, plus haut, a &te designde par (E.). 


En eflet, si nous changeons p en n—p—1, et si nous prenons 
ensuite r—=p, cettte formule donne 


(==) (252) = eye), 


ei) RC... (AZP) Er. 17 (? pP \ Kar 
1 nn sin @ ' p 2. sinpe ’ p <= 2 











mais: 














partant 

en 1 l 

( P ) rn mu A, Beer 

i sin pw sin 
ou bien 
(*=272) RED EIN ‚„ Sin.(a—p)u 
1 er P’aue u a si w 

Done en observant que, A, ‚= A,--ı, il suffira de re Se n— | 


par la lettre a pour rendre cette &quation conforme ä la formule (Z.). 


Apres les fonctions de la forme (2), celles dont lVexpression «st 


la plus simples sont telles, que les nombres p et g de la fonction (F) 


\u)J 
donnent y+g=n-+1. Dans le cas de z = 10, par exemple, on peut 


f4 . . . 
les ecrire ainsi: 


24" 
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9 1 0 sin w BI: o sinw 
De A, sindo sinba ° A, sindo sin4o? 
2) — 1 M)  _ asia 
5 A, sin8o 4A, siodosino ? 
De 1 osn6o 41 son 
4 A, sin6bo sin7o A, sinto sido? 
= 1 o sin @ en © sine 

s 4, su7uosndn 4, sindo sin?" 


Delä on tire, par induction: 
(L) (N PEN 1 e o sin m 
p A,-ı sinpo.sin (p—1)o 
Mais il est facile d’etablir & priori cette formule. 
En eflfet, l’@quation 


LH) = A)LH), 
donne d’abord 


(ee) = ee emetth, 
maintenant, si lon prend r=p—1, ona 


(=) (=) _ ee) ro ern 


Mais la formule (69.) donne 


n+1\ __ 1 1 1 fp—1\. 
Ka > A) er AT): 
donc, en appliquant la formule (Z‘.) a la fonction (e=2), on aura 
et) FRE : 4 sinp ® 


pl p P-1® sun 





























’ 


et par consequent 








p—n-—! sin» D) 
—)d] _.— — = 


pP soo sin(p—1)w’ 
c’est-ü-dire la formule (L’’.). 


Apres les deux cas que nous venons d’examiner, Vexpression la 


plus simple des fonctions (?) est celle des cas ou p+y=n—2. On 


pourrait encore 6tablir par induction la formule generale; mais il doit 

ötre sensible, dans ce moment, qu’on peut la trouver directement par 

l’equation (?) (e+2) ei (?) (e-+7) 
r 


| q r/\gq 
Car on a d’abord 


& in (ee) 
—)j(i———) = i 
a F r a 








re. 
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Actuellement, si l’on fait ici 1, on aura, ü l’aide de la formule (L’.): 




















n—a—? sin (7 —1) sivı(n — a—1)o 
(= ) A... Br : au Mani ® : . A, ’ 
a sin sin 
ou bien (? _ ee —_ Aa Ana sin.(a+1)o, 
a Hin. P sin ’ 


ce qui donne, en ayant @gard ü la formule (Z‘.): 





























Fn nd eh Aa Aazı sin (a-+1)o 
(B".) ( ee A 7 u" " 
Pour determiner de möme la formule de la fonction (5 ) ’ 
it 
nous partirons de l’@quation 
& —a =>) 22) un er a Far) 
a r FW r a I 
laquelle, en y faisant "= 1, donne 
n—a—3 sin (n — 2) sin(a— a—2)o AuAarı sin(a+1)o 
N AO ne = A, a. I - 
a sın @ sın Ms sin @ 


d’ou Fon tire 
(Z.) 


En general l’&quation (E.) donne 


= = ee, 
ou bien 


a sin(n—it+1)w = A,_.-; sin(a—a—i+ 1) (HL), 


a a 











Be _—_ Au Aazı Ar sin (a+1)o.sin(a-+-2)w 


a A, 4; sinW,.sin?w 




















d’ou l’on tire 
ai n—a—i\ _ Asri-ı sn(la+i—1)o an 1) 
(2".) ( ) —  Acı * sufi—1l)o " a —). 


Cette formule lie chaque cas suivant avec le cas precddent, et il devient 


a 


manifeste que, en general, on a 
vır n—a—ı u A, Aazı A143 .... Mutieä 
(2) ( a =) n Me Aa sann Atimi 
x sin (a+1)o.sin (a +2) o.sio(a+3)o....sinla+i— 1) 

sinn.sin2w.5indn....Ssin(i—1)o er: 
Consid@rons maintenant les cas ou p+9>nr-+1. Supposons d’abord p+y 
—2, Lequation (E.) donne d’abord 

(et *) er) a; at ) pe +27) 
1 — . o 


a 1 a 

















Mais nous avons par la formule (69.) 


= 


r\ 
1/3 
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et par la formule (L‘.): 
n— at 1 sin(n — aF4-2) sin(@a—2)u 
( ) Zi Äuapr: = v, | N ) B 


1 an am2*" - ’ 


Sin sin 


in Be sin 2 
( 1 zdı- sn 











partant 





7 (® mer )A: sin?w = A,sin(@—2)w. a 
= 
a 





” n “ 
Donc, en substituant pour ( sa valeur donnde par la formule (Z'.), 


on aura 
You - : 2 ee 5 A, wsinw.sin?w 
(L".) er — ae 


2 ° . . . pi y\ 
Au-ı AJa-2 Sina o.sın (a—1)w.sin(a-—- 2) w 








% 


La möme &quation (Z.) donne 


=) = 

















mais 
we = 2(2) = 24, sind@ 
1 u a: 2 "sin @ ze 
lad. u 77 ER sin(a—3)0 __ r sin (a —3) 0 
1 ar 2 urn u sin o a An sin u 
partant 








. 
n— Aa Aa ” ‘ . n —a I 
H u )4: sinsow —= 4A,_,sin («—3)w( + ); 


a a 
d’oü on tire, ü laide de la formule (L".): 
je ( -a +3) — / A,A, osino .sin?w.sindo 
(4.) a Pa. 4a, sin au. sin (a—1)w.sin(a—2)w. sin (a—3) u or 
En gencral, Vequation (Z.) donne 


e=e#Y (eh = ezetsjpenekein, 


a 
































mais + 
ai 5: )- z sin (i )o 
( 1 ) Ton zul Ta sin w 4 
n — ) 2  sin(@—i—1)o, 
( ee da-i-ı sin @ ' 
partant 
(L*.) (* SE) - A; sin +l)w = A, sin(@e —7—1)u ‚(etitt), 


Kt de la on a cette formule generale: 


23 EN, 1 A, A,A;,....Ao-ı 
(L 3 * za 1 Bat Hann Au Zeiicr Abe 











a 


oO sinoH.su?w.sin3w....Sim:iWm 





sinaw.sin(a— 4)w.sior(a —2)w....sinfa—ı)w 
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0 


Apres avoir ainsi parcouru tous les cas, voici reunies les formules qui 


les embrassent: 





\ 


f Kelten ') Ar Aarzı Aat2::» A a4i-ı 
A,A; A; a 
sin (a +1)o.sin (a +2) o.sin(a+5)o....sn(a ti Do, 














i sino.sia2w.sindm...sm@a—-I)) ———n . 
(2 i Ass ” AR FE OR .. Ma 


osino.sin?o.sindw....$Sinio 
(H) X ” 


sinao .sin(@a— 1) w.sin (a—2)w....sin(a—ı)u 


()=4 RED 
l v ’ 














sin 
& —a-+ ) 1 sin 
a A,‘ Ssinao.sin(a—1)o’ 
A wu Mt ° 


La troisiöme et la quatriöme de ces formules sont aussi comprises 
dans les deux premieres; mais il est plus comode de les avoie derites 
separement. 

La döcouverte de ces formules generales est due ü Legendre. 
(Voyez le 1” Volume de ses Exerc. de Galc. Int. page 230.) Au lieu de 
les d@ämontrer comme lui d’une maniere rapide, Jai prefere de les faire 
naitre de l’examen des premiers cas particuliers. Car, je dois avouer que, 
c'est seulement apres le calcul detaill&E des formules relatives aux valeurs 
de n=3, 4 5, .... 10, que Jai pu saisir l’esprit de la d&monstration de 
Legendre. On objeetera peut-etre, que, Euler n’a pas reussi & decou- 
vriv ces formules, quoiqu'il eut developpe la solution relative aux pre- 
micres valeurs de 2. Cela prouve seulement que, Euler, n’a pas imagin® 
le point capital de cette solution, qui consiste dans l’heureuse remarque 
faite par Legendre, que 

> a 7 A 
Cest par-läü qu’on fait disparaitre la cause radicale qui cache la rÖgula- 
rit&ö des formules forme&es sans le concours de cette idee, inherente A la 


nature de la notation qu’on emploie. 


$. 26. 
Nous avons vu dans le cas particuliers, comment la formule 


e. ()= TE), 
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donne lieu ü des r@ductions dans le nombre des transcendantes auxiliai- 
res, lorsque 2 est un nombre pair. Je vais faire voir qu'il suffit de com- 
biner cette formule avec les formules (7.) pour construire les formules 


par lesquelles on peut operer immediatement une telle r&duction pour 
chaque valeur donnee de z. 


Soit @=1; on aura: 


=: 
1 ” 1,7? 


d’un autre cöte, la 3"° des &quations (7.) donne 
ER sin?w, in\__ sin(Zn-1)o c08 0) 
(7) =. (7) — Ay. -—=4 


. y Pr  —— » 7 . 
sin @ 1 sin er in 














partant 
2 


» Im m 
A,sin?2w = 2 "4A,008w; 
d ou loon tire 


2 
Asnw =? "A,; 


et comme 4, = A,ın-ı = An, on peut derire 


I. Ben 237,4, sin. 


Apres avoir ainsi fait ce premier pas, voici de quelle maniere on pöut 
sencraliser cette op£ration. 


En faisant successivement = gr —a; i=n—2o, la premiere des 
formules (/7.) donne 
4 Ar A.rı Aa+r2 00. Asn-ı 
A A; A; .... An 
sin (a+-1)o.sin(a+2)o.sin(a+3)w....sin(4r — 1) w 


x | | — 
n sin .sin2@.51nd@....sin(4in —a—1)o ? 


(=) . AA +1 Ant? .... Mans 


a 





l 


a 








Mn A; .... 97 } 
sin (@a+1) o.sin(a+?2)o.sin (a-+-3)w....sin (n — a —1)w 


sinw,sin2@,.51nd@....sin(r— 2a—1)n 





N ® 


Ges formules donnent 
in u Mn A, A, “0... Ay sindo.sin4@....sin(irn —1)o» 
2 A; Az Az... Ayn-3 sinw .sin2w....sin(En—3)w 
Az Anı sin (Zn —2)w.sin(In—1)w 


HE sin w, sin? w 








\ 








Asn—2 Azn—ı 0052@,C0s@w 





A; 'sin®o.siu2w? 
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(>) ER A, A, A A, sind@.sin4w....sin(n—3) 
2 A, A,4; .... A; j sin @ } sin 20. ...8in(n — 5) 


A, Ans sin(n— 4) o.sin(n— 3) 


— 





A ' sin w.sin2 
I 
A,A, sin4o.sindo 


A, siuo.sin?o 


Il suit de la et de la formule (G.), que 





—n 


ı 
v Bits nn 
A,A,sin4w.sn3w = 2 "Ay. An _ı 0082 w.cosw; 
d’ou Von tire 
4 
ö r sudienine 
4,4,sinw.sindw = 2 "Ay,nAn-ıe 
Mais on a trouv@ plus haut que, 
? 5 
Aunı = 2° Aı sinw; 


partant l’@quation prec@dente donne 


Adna 27T rl ch 
On a done ces deux formules generales: 
1 1 
In » Ip A, Pr | oh 
HH’, Au1=2"4sinw, Ayo? # — 7 sindw. 


Les formules (77’.) donnent de möme: 
69 4A, A, As... Ajn-ı Sin4o.sind@... sin(in —1)o 
= 2 


A,A;Az:.... An Sin®.sin2w....sin(3n —4) 





— Asn-3 An Ayn-ı Sw(znr —3)o .sin (Zn — 2)w.sin (gr —1)u 























A, As sin. sin? @,sin J3@ 
A;n—3 An: An cosd 0.C0520W,.C0So 
HM. As "suo,ein2w.sindw’ 
(>) _41,A4,4; ... An, sin4o.sindo ....sin(n—4#)o 
3 Ar Mn A; .. Er sin () . sin? .»... sin (n u /)o 
m. Hut Mn Mn sin (rn — 6) o.sin (n—5)w.sin(n — 4) w 


Miu An j sin@,sin?w. sing 
_4A,A,A, sn6o.sindw.sin4w 

° . . . « 
Ar An sın@.sin2@.sind@ 


Cela pos€ l’@quation (G.) donne 





6 
‘ u w . l-— P 
4,4,4;sn6w.sindw.sindw=2 "A,3Am 3 A;n_ 008 I3W.008 2w. Cosw; 
d’ou l’on tire sans difficulte 


4, 4,4, sindw.sin3w.sinw = 2 "AnsAnafincae 
Mais, les @quations (77) donnent 
+ — u 
Anm Ani = 2 "A, A,sinw.sin3w; 
Crelle's Journal d. M. Bd. XVII. Hft. 2, 25 


. 


F 
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partant 


. 4 ie 
4,A,sindw= 2 "Ay,.Ar 


Cette troisieme quation Etant ajoutde aux dquations (/.), on obtient: 
1 
An = %" A, sinw, 
u 











Be 
Aa =? #2 sn3Ww 
& A; 3 
1 
144,4 
A. m in & 5 nk 
©, In — 2 er. sın I) @, 
1 
144,4 
A = Oo Era: 
1 
ie Hd ; 
Aue = 2 Bn 2 2 sin Iw, 
p3 
etc.; 


car il est evident qu’on peut trouver de la m@me maniere les valeurs de 
An 49 An etc. 


Tel est le proc&de par lequel la formule 


(2) = 2") 
Bd _ 
a zn 
conduit aux formules (F'‘.) qui lient les auxiliaires primitives 4,, 4,, 


A, etc. dans le cas de z nombre pair. De la il est facile de conclure 
’ . (4 > \ 
que le nombre des transcendantes absolument necessaires se reduit a 


n n—?2 . . . _ » 
z on d —z— suivant ge n=4i ou n=4i+2. Legendre a trouve 





ces formules d’une toute autre maniere; mais leur derivation de la for- 
mule (G.) me parait digue de remarque, 


$. 27. 


3 
2))=3" 2) 
p/%p 7° in) \2n}? 


3 
trouvde dans le $.15., offlre le moyen de former d’autres &quations entre 


A,, 4, etc. pour les cas ou z serait divisible par 3. Mais ces formules, 
faciles ä construire par un proc&d& analogue ä celui du $. precedent, sont 


L’Cquation 


trop compliqudes lorsqu’on demande une solution generale. Je me borne 
ä rapporter la plus simple de ses formules; c’est-ä-dire celle relative & 
p=1: alors, on a 
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d’ou on tire, par la troisieme des formules (77.): 
. . W.. 7 g 
G. A,A,sin2w,sin3w = 3 "sin (& -r o) sin + o) Hd 


Et comme A,,=4A., ,; A, =4,,_,, on peut aussi derire 


3 


3 
». ‘ « 1l— — 2 ST 2 ST 
/ - N „ /2 
GG’. A, A,sn?w.sm3w=3 "sin (2 == ) sin | >- + “) Aucı Fa, 


Zn—L* 


Pour faire une application de cette formule, je suppose = 1?. Alors 
on a d’abord 

Der Dei Heads: eAs (8) 
et ensuite 

A=4; A= ss A=9;: Am=As5 er AR 
Les formules (/7.) donnent 


A, ; 


„ ” Br A A 
A, 24, sın w; A, = % —— 
A; 





sin 3w, 
et la formule (G‘.) donne 
RR M ab: st u #2R 
A, 4, sımn?w.sin3w = 3° sin (= +0) sin ( +) A,A,; 


ou bien 


ET RER gi sin (= +0) . sin (+0) 

















A,A, 2sino' c08 W. Sind @ u 
. st 
Mais w= —; partant 

n ? 

Ri. . [2% 

sin (3 0) sin gi 0) 22 

3 ” 3 + 1 (cos60° --eos30°) __ &; 

008 W.C08I3@ N sin 75° PER 


ce qui reduit P’equation precedente ü celle-eci: 
v7 A . 
4,4,  2sioo’ 


Ainsi dans le cas de = 12 on peut reduire ü deux les transcendantes 
auxiliaires. 





Legendre parvient aussi ä la m&me conclusion (Voyez page 385 du 
1" Vol. de son Trait& des fonctions elliptiques); mais par lintermediaire 
des transcendantes elliptiques. Les nouvelles formules “tablies dans ce M£- 


Mr 


moire ont l’avantage de fournir directement le rapport FE 


Maintenant, voici de quelle maniere on peut r&duire les deux auxi- 


liaires aux transcendantes elliptiques. D’abord j'observe, que, par les for- 
25 ® 
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mules (77.), on a 
0m A;,A, sin8o.siudgo _ A,A, sindo.sinde 
2/7 7 4, "sino.sn?o A, "sinw.sndw" 
Mais on vient de trouver 

















2A,A, . 
A, = 7 sio3w; 
A; 
partanf, nous avons 
7 sin4  . cos? 
2 = 2 “s A ° u 27% u ea 
(2)  sino.sundo A, . es 


et comme cos?w =cos30’—=zy3, on peut dcrire 
2 —_’ A 
2 —— |) 6 4 2 
(2) de in sin @ * 
La formule (5), trouvde dans le $.15., donne 
e) — 9 ll" zdxs 
2 -. 0 vy(i—e’) ” 
Done en &crivant x” au lieu de x, on aura 
, 2 1 1x 
A, = sinw. %.3 f — 
. /N V(i—x‘) | 
* r . . y 2 —ı [} 
Actuellement, si l’on fait ici, e=(1+:°)"; et si, apres la transforma- 
tion, on remplace x par x, on aura: 
u Pr loc 
A, = snw.?°.3 f - . 
. J, V(3+3x? + x*) 
4+ 
Cela post, si Von fait e=y3.cot3Q; les limites de lintegration par rap- 
port a D dtant D= 7 et D=0, on obtiendra 























F dx — 973 f’ dp 
PR 3 j r? 4 m ir Dumme (3 p> 
Jo v8 +Ix*+x*) ER YA Be. ID sin?) 


) 3 


u J 


Main 7 
Mais 7 





—= sin’ 15°: done, conformement ü la notation de Zegendre, 


on a 


3 


4, = %.37% sinw.F’ (sin 15°). 
Les mümes formules (.) donnent 














2 A, A,A, sn6o.sin7@.sing® A,A,4; sind 
3 un — > ° er ne pe 5 ° : 
\3 A,A: sin @,. sin2@.2ind@ A,A,;  2sin®o,.sindo " 
Mais on a trouve plus haut 
Ahr — 37,2 dinw; 
A; A; j 
partant 
12 ei sin# FE sind 
(3) = Äuı 3 , — 3 + in R 


sing3o? 


"sin .,siung @ 








ni; 


u .. \ 
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sin4o __ sin 60° v3 











ee u ee 2 
PR, cc 1 23 1 x: dr 1 „2 2 

Ed ET Rn BD 

(3) “r R vie) v2. | er PIE 
Maintenant, par le changement de x en x’ il viendra 

EN TEE 1 1 
23°, : 
. V(l—x*) * 


Donc en posant x=cos, on aura 
ER ’ Fr 
A, 22= 23 3 » FF’ (sin 45"), 
Connaissant A, et A, il est facile d’avoir A,. 


En effet, les deux &quations 


i.H. EM we 
A, == 7°  sin3w; 77 =? 





> 
2 « SINN) 
Ar 2 #33 
donnent 
Au. ı . A . 
A a 7 ln tan 
ou bien 
;W £2 . . 
A == 42,2% g* ‘,sinw.sin3w: 


d’ou Von tire 
A, = 4,.%.373 Y (sin), 
et en substituant pour A, sa valeur, on aura 
A, = 3% y (sinw). F' (sin15"). 
De cette maniere, le cas de z=12 est completement rdsolu. 
J'ai dejü donne l’exemple d’une reduction de ce genre dans le cas 
de z2= 9:' mais pour mieux fixer les idees sur ce qui se passe a l’egard 
des nombres compose&s impairs, je vais d’abord consid£rer le cas den = 15. 


Icı on a: 
I um . - 11 ‚ . (z 9 N a . FEN ER . 
Y=4; WA; dä; Wei; dei; dei: De, 
4, =4; A,=4; he eh 3; A, 4; A, A. 


Cela pose la formule (G’‘.) donne 
Da 
4,4,.sin?w.sn3w = 3° sin (= +0) sin (=. ie ») ‚4,4 
En faisant p=1, la formule (?*.) trouvde dans le $. 15. donne dans le 
cas actuel: 


„1-3 / / 
HVDAMDH- "HH: 
d’ou on tire par l'application de la troisictme des formules (/7.) 
A, A, 4,4, sin?o.sin3w.sin4w.sin dw 
— 5 4,4,4,4,3ntw.sin7 w.sin 10%. sin 13». 
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Mais sinI3w=sin2w; sinlOw=sind5w; partant 
A,A,sin3w = 5° 4,4, sin7w. 
Il suit de la qu’on peut obtenir les valeurs de 4, et 4, par A,, A:, A:: 
ce qui reduit a 5 les quantitds auxiliaires. 
Examinons maintenant la r@duction que prösente le cas de n = 27 
dans le nombre des transcendantes auxiliaires, 


lei nous avons: 


Dei; Des: eAs: eis: aA; 

DA: GA: GB) AS (5) = As (A) Av; 
(13) = Aus (4$) = Aus 13) = An; Au 2 Au Ay ea Au; 
As Ans Au=As As As An = Ar, Ay = As; 
AA; AamAs: AymAıs Ay A, A, = A. 


La formule (G‘.) donne 


8 > 2; 
A, A, sin 2w,.sin3w = 3°.sin (2 + u ,) sin ( 7 + w) A,A;. 


La formule generale rapportee au commencement de ce $. donne 





(3 


3)(%) u 3*.($) (2 3 


(2) ($ En 33, /9\Y18\, 
Fu 7 A .\3/\7)9 


\ Q EN /1S 
4) (2) ri 3° (3)(2). 
De la premiere des formules (/7.) on tire 
( _ . BP. | Aitı sinio.sinGt1)®, 





) 





-——n , 


A; sin. sin? 














re — ) A Ayı Air sinio.siu(i# 1)w.sin(i +?) w 
Wi Zaun "7 sin @.sin?w.sin 3@ 
( —4+ ) A; Aiyı Aipy Ay sinio.sin (i-H1) wsin (i+2) ». sin (i+3) © 
u u A AB, Ar ; sin. sin? w.sind@.sin4 4 


Cela posd, les trois Equations prec@dentes donneront celles-ci: 
A, 4A, 4,4,.sin3w.sin 4w.sin 5 w.sin 6 w 
— 3°. 4. 4,4, 4,-sin7 w.sinSw. sin 1Ow. sin 11w; 
4A, 4, A,.sin4 w.sind w.sin Iw 


. 2 ” ’ . d . 
3? 4,4,4,,:sin 1Ow.sinilw.sin1?w; 


\ A,sn9w = 35,4. sin 13 w. 
On voit par-lä, que les transcendantes A), Ay, Aus An peuvent £tre 
determindes ü laide des inferieures A,, Ar, »... Az. De sorte que on 
peut reduire ä neuf les transcendantes auxiliaires. L’equation 


f) (4) = 3 (2)(% 
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0 


ne conduit a aucune reduction nouvelle, comme on peut s’en convaincre 


par la formation directe de cette quation, 
Je borue lü les exemples de ce genre: ceux que je viens d’exposer 
suffisent pour montrer ce qu'on doit faire dans chaque cas particulier. 


$. 28. 
Parmi les integrales definies qu’on peut ramener aux integrales 


Euleriennes , considerons celle-ci, 


”-  geide 
o vV(1+:”) 4 


On peut op£rer cette r&duction de deux manieres: 1°. en posant 2" = ——— ; 





— 1 


alors on obtient 








71. Ya = N erden)" | 
2‘, en posant "= ae : alors on obtient 
’2 a a m Rn . der — zer) ® — ß 
a o VU +”) > i 


Dans les deux cas, on doit avoir 32 >a, ou bien z2r=a. Il est dailleurs 
evident, que la valeur de cette integrale serait infinie, si on avait e>%n. 


Mais, en ce cas, la valeur de l'integrale 


n n—a—1 
z dz 


Joa VY(+?") 
serait finie: et par le changement de a en z—.a, les &quations (71.) et 


(72.) donnent 


23 © zn—a—Il dx { Far ] f jr 
. Zr m ende K")" 5; 
 ‚ Vürz 2 
i 


14 2 „n—a—l dz ei Fr u N A —. 
* = m Mi u 3 — x) . ® 
DR) V(+:") 0 
Il suit de lä, qu’on a 
2a 


zn—a Zfn— 2a r 
7 2 2 TEE eo 0. vo an >a; 


a q@ 











a—zn 2 da—n 
76. (Er) = HS)... 42<o. 


nNn—G n-—— a 


Le rapport fort simple, qu’on decouyre ainsi entre ces integrales Eule- 
riennes, devient plus remarquable, lorsque on le rapproche de Pexpression 
beaucoup plus compliquee, que ce m@me rapport aurait en le tirant des 
formules gen@rales (.). 
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'arıdz(1-z”)”. 
14) 


L’öquation (E.) d’Euler ne conduirait pas aux dquations (75.) et 
(7&.): mais, par sa combinaison avec ces dernieres, "on en tire d’autre re- 


rlfats pA 
in« 4 


vemarquables par leur simplieite. Faisons d’abord dans l’&quation 


2 (Se) = ee: 


7 
p=mnr—R2ao; 9=a; on aura 


fee] min u (een), 
a r "Ch, r a u 
et en faisant ii "= 2er, il viendra 


nr. II em 


sin?daw" 
Cette equation combinde avec l’equation (75.) on en tire 


r 2a 
78 (2 2 2) N a 
® 5) — 4. Eu“ ® 
a 2a asın2a® 


La mcme quation (E.), en y faisant p=9=«, r=n—a donne 
a\fn—a u 
79. (= )( 5) ) m ERIERTPERER 5 
a 2a asıu a W 


et de l’öquation pr&eeedente on conclud, que 


20 


a FE nc- an—a 
80. J)=2 "cosaw.(? )- 
[0 




















De ha 





dl 


F i un—a sr A 
I.a fonetion (3° °) a la propriet@ de demeurer la möme en y changeant 
a 


2— a; partant on a 


I Fee I 
‘ nn —da PR zn (a 
öl, (ee ) ie 2” sinaw. (374 ). 

zn—a a 


sn a 





Donc en eliminant ( ) entre ces deux dernieres @quations, il viendra 


dt 
Bi FEB 
82. (=) —-.ı cot au"); 
a zn—a 
== dire Pequation trouyee par Legendre en 1794. Elle donne pour 


ction ir auxiliaires A,, Ä, etc. les m&mes formules (7’.) que 
ns trouvees autrement dans le $. 26, 


Du 


En rapprochant de Fequation (80.), Iequation (71.) et l’equation 


ı 917 


rouyd au commencement du $. 15. on en tire la cons@quence, que 





PN | d > cos ast „em dx h < Fr " 
vEs- up via”) : ; th 
4 Vaide » Fe quation (76. ), On peut trouver une Equation analogue rela=- 
tive au cas de a >zn 
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nr 


En prenamt p=2e—n, y=n—a, Vequation (E.) donne 
Free (>) ar (2) ee } 
n—a/\r) 7” r n—a I? 
actuellement, si Von fait ie, r=2n—2a, il viendra 


: J)a—n a [27 
m. A Kaum nQa—no’ 
n—a an— Ra r— a)sin(la—n)w 


d)a—n 


et en eliminant (- 

















—#) par la substitution de sa valeur donnde par l’equa- 


tion (76.), nous aurons 
85 (2,22) in az 1) 
. — |. 


n— a a (n — a) siu2aw* 








La möme &quation (E.), en y fasant y=y =n—e, r=a« donne 


er n—a\/2n—?2a 10) 
86. u; — ° o 
n—a a (rn — a) sin aw 


Done en divisant ces deux dernicres @quations, on aura 








2a 


n—a PR on. a 1 
57. (2) = —) R cosaw.(“—*). 


u 
Mais la formnle (2.) eitce plus haut, donne 
2u > N (dm PO 
88, (2—*) ER eur {ER die) umntre.i. 
partant l’&quation precedente est (en vertu de l’&quation (73.)) Equivalenie 
a celle=-ci 


1 ge. dar sz u nn’ 2 
59 — c03 [44 vr. S - ; Per www >» 8 eo Ü - 72 
v n } V(+ 20”) > u» 


« () V(i- 2) Be 
ou bien a celle=ci: 
1 gr=a—i doc st 7 grad 
90. u — c0S | 1 a. 144 er a En » » Üd Y N. 
J, Vila”) \ n So Vll+a”) "° >: 


De sorte qu’on peut concentrer dans une seule @quation les deux dqua«- 
tions (83.) et (90.). Mais, pour la clart@ des iddes il convient de les 
laisser scparces. 

Cette separation va nous servir pour en tirer une consequence qui 
parait eloignce, Veici en quoi elle consiste, Soit 

Z = mr, yVl+2)—:. 

En differentiant ceite expression, ei iniegrant ensuite depuis s= 0 jusqua 
z=x, on obtient, en observant qu’ü ces deux limites Z=0: 


er x zetan-l dz 2a—n ® za-ir—l dz 
91. z [2 ds— oe | u va A = © du 
0 V(i4+2') 2a o VU+:") 


„ “9 1 2 
Cela pose, si Von change = en — dans le second membre de cette equa- 


rn 


a vr a 3% au . , di 
Crelie’s Journal d, M. Bd. XVIL, Hit. 2, 35 











f ‘ v Pr x 
202 09, Plane, sur les ea pı.s. dert de Wallıs et sur Pintder., Euterienne arı da (1-2”7". 
Jo 


tion seulement. on & 


% u % u 
99 a }- 2er de 
 & 


€ R 


. var) =, Ver‘ 
Partant Pequation (91.) revient A dire, que 











So V (1i-+x”) 2a JS, Vlii+er)' 
Dapres cela l'&quation (90.) devient &quivalente ü celle-ei: 
| Pi gummi de 2a st * Tgctint gs r 

94. b vi en — er 0 Ze de). 

Rien nempe&che de remplacer ici ia lettre « par @—n; alors on a: 

y5. 1 2" a Jo u a—zn ieh Ei / 7 [2-: EIRER ed» | 
Su VU— x”) n—a A aA Vii+x')l’ 

. 


Au bien de cette equation, je vois V’Cquation 


wit ram 


LH. cosa-— fr [7 dr _ ge-in-ı d | 
—_ a, gr X 
o VÜ-—-x”) n.« V(+z”) 


0 





dans la page 95 du Memoire sur les transcendantes elliptiques, public par 
Legendre en 1794. Mais je pense quil y a la quelque meprise: car en 
exceutant la transformation indiqude par Legendre je ne trouve pas ce 
rcsultat. 

I.» vapprochant de Ncquation (88.) l&quation (A’.) obtenue dans 
le %. 20. nous aurons 


Y96 $: u D- / DR ee In 
b nn a u 
Se Vet) Z, ’ıl-+x”) al 


n(2a — 8) sin —- 
n 





Turın le 16. Avrıl 1836. 


Te re 
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10. 


De acquatione x” +y” =” per numeros integros 
resolvenda. 


( Auctore, E. E. Kummer, Dr. phil,, praeceptore gymnasii Lignicensis. ) 





Quoa clarissımus Fermat contendit: aequationem =" y""= x" per 
numeros integros resolvi non posse, haud dubie ad elegantissima theore- 
mata refererdum est, quae de numerorum proprietatibus hactenus propo= 
sita sunt, cujus autem demonstratio gravissimis difiicultatibus ‚videtur labo- 
rare. OQuamgquam enim incrementa permagna nostris temporibus theoria 
numerorum accepit, tamen geometrae clarissimi, qui huic theoremati ope- 
ram tribuerunt, paucos solummodo casus simpliciores demonstrationibus 
munire potuerunt. Cl. Euler, Legendre et Lejeune Dirichlet pro potesta- 
tibus tertiis, quartis, quintis et deeimis quartis theorematis hujus demon- 
strationes invenerunt, quae in eo conveniunt, ut ex aequatione proposita 
alia ejusdem formae aequatio eliciatur, cujus numeri variabiles minores sint 
uam aequationis datae variabiles; artificia autem per quae ad hanc aequa= 
tionem similem pervenerunt, pro potestatibus diversis maxime diversa sunt, 
neque ad alios casus applicationes patiuntur. Itaque res non multum pro- 
fecit. In re tam difhcili, nisi ommni provenfu carere volumus, a faciliori- 
bus incipiendum esse nobis necessarium videtur, itaque aequationem Fer- 
matianam pro potestatum indiecibus paribus, nobis tractandam proponimus. 
Hanc etiam disquisitionem faciliorem ad finem perducere nondum nobis 
contigit, attamen summas aliquas, quae hanc rem quodammodo promorere 
videntur cum geometris communicabimus. 


Disquisitio nostra praesertim huic theoremati innititur: 


Theorema 1. ‚Si nr est numerus primus, atque a et 5 inter se 
ar +" 
arb 
merum n, sivero a” +5" habet factorem n, eundem etiam @a +5 habere de- 
bet, et numerus factorum 2 in 4’ +5” numerum factorum % in a+5 unitate 

superat.” 
Grolle's Journal d. M. Bd. XYTl. Hl. 3. 27 


primi, quantitates «+5 et non habet factorem communem, nisi nu- 
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Hupıs theorematis veritas facile probatur ex aequatione identica 
a”+ b" 














1. ze = (a+b)" mer... (a+bY" VW F.... 
en —ArA)an——2 (nA - n-1 n-1 
Tr SOVARNEIFRREANERREIR n(ab)’ . 
Le. att+b = 
Si enim * = et @a+5 factorem communem habent, etiam 2 (ab)? (ter- 


minus solus ad dextram aequationis (1.), qui factorem «+ non continet) 
per eundem factorem divisibilis esse debet, et quia ab et a+b inter se 


Rn 


primi sunt, maximus factor communis quem quantitates = . „ eta+bha- 


bere possunt, erit numerus 2. Ad alteram theorematis partem demon- 
strandam observo coefficientes omnes 

n n (n —5) n(n— h—1)n—h—?) 2 ent. inde ni 

ds 7 75, Zi are bee mp. 


quia integri sunt, et numerus primus 2 e numeratore per denominatoris 
factores minores tolli nequit, per n esse divisibiles. Inde sequitur «” +5" 
factorem r continere non posse, nisi simul «+5 per n est divisibilis, Po- 
sitisue +" = Un et atlb= c.n" ex aequatione (1.) sequitur 
A=x—1, id quod demonstrandum erat. 








Quibus praeparatis ad aequationem propositam vertamur: 


m a4 y” — a, 
Salva quaestionis generalitate numeros X, y, x inter se primos accipimus, 


et A numerum primum, si enim duo numerorum 7, y, & factorem com- 
munem haberent, per eundem etiam tertius numerus divisibilis esset, at- 
que hic factor omnium communis tolleretur, porro si A esset numerus com- 
positus e factoribus primis A—= «.ß.Y...., aequatione 2” +y” = x” satis- 
fieri non posset, nisi aequationes 2" + y”—=2"", "+ y’—z' etc, 
omnes simul per numeros integros solvi possent. Praeterea patet nume- 
rorum 7, Y, & unum parem ceteros impares esse et quia summa duorum 
quadratorum inter se primorum per altiorem potestatem ipsius 2 non est 
divisibilis, sequitur hunc numerum parem non esse 2, sed alterum nume- 
rorum z et v. Hunc numerum parem nos ubique accipiemus esse y. 


Jam theorema supra demonstratum ad aequationem propositam 
applicemus. Cui si forma datur: 


. EN) = a. 
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y 2 


patet primo, si 2 factorem A non continet, quia S—y 
se primi sunf, esse 
4. —y? — u“ 
et quia z+y et z—y factorem communem non habent 
5. zty=u, _—y—=w”. 

Si vero x per X divisibilis est, maximaque potestas ipsius A quae in x con- 
tinetur est A“, 2”, ideoque 2°”— y”* habent faetorem A”“, itaque per theo- 
vema (1.) 3°—y” continebit factorem %”“', denique quia solo factore 


Du 


S y . . 0. 
„„ Inter se primi sunt, esse debet 





communi A excepto S’—y et 


> 
ie 
—— 


Ö. Da Eu le u 
unde 
1. syn Vofy wi, 

Simili modo ex aequatione se’ , si y factorem A non 

continet, sequitur | 
8. ur ab”, 
Per bypothesin est y numerus par, < et © impares, itaque si maxima 
potestas ipsius 2, quae in y continetur est 2°, 2°” habet factorem 2%, 
eundem factorem habet 2°— x”, inde quia maximus divisor communis nu- 
merorum S+xz et s—zr est ?, sequitur 
9, stt= 2.0”, Ic YArl re 
Si vero y per A divisibilis est, et maxima potestas ipsius A «quae in y Con« 
tinetur est A“, per theorema (l.) erit 
u. . eure, 

Praeterea si accipimus maximam potestatem numeri ? quae in y contine- 
tur esse 2”, quia etiam D eundem factorem 2” habere debet, erit 

ll. sive ztz= = 2.p? A SF NT 

12 ae air Bee er. 

Inde quatuor casus speciales erunt discernendi, primus quo neuter 
numerornm = et y per X est divisibilis, secundus quo numerus impar 7 
factorem A habet, tertius et quartus casus, quibus numerus par y per A 
divisibilis est. Pro singulis iis casibus est: 


l. z+y=u, z—y=uwt, str=2p", u et 

13 1. x 4 y- arAu-l ur, zT y- A str — Ip, Tr — are N; 
"JO <+y=u”, z—y=u', z+2r—=2p", SFIr=TA, int, 

IV, s+y=uv?, ya, str=ıN mp, Fr = Vr, y*, 


A 
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ex quibus deducuntur formae numerorum z, y, 2: 

















. PEN: a y Ba va gi 
zo Ale a +X un Pr RR, "5 
I Alu, vr w??} ru yaA_ 22 
> — A — 
ou — 2 9 2 — 2 x 
u u lv? „2% ü un v2 „as 
14 s=p»p #2 5 te=p u A 4"; 
' 7) 2a Bu! 22 
Hhule dag ru, _- > ; 
= p* = Yran-2 ru, g, + = pP’— Yalrı Pam g"5 
a -r 22 1 22 
„a v® 12) ee ee 
IV. z = Bw A 
2lu—l 224 vr el OT PO 2 a 
| zn LI, tr am 7 Dkamd St Du 





formisque binis ipsius & aequalibus positis est 
( L, ur w* 2A, 
Ü. rum, u” -r 7% 29 + Yrar-l, y; 
III. ur tw pr +, aut , 
\ IV. u u*% PN et Et 
in omnibus iis aequationibus numeri v, w, 9 ct g impares et inter se primi 
sunt, numeri v et w factores ipsius X, et p et % factores numeri y. 
Ex aequatione proposita <”-+-y”—=2z”, sequitur etiam (2! + y?) 
S—y)= x”, et quia factores sy? et 2?—y” inter se primi sunt: 
16. St y’ — / we Sy’ — ei 
aimili modo est (s3’+a’)(s’Fx’)=y”, unde quia maximus factor commu- 


15. 


Nun 


nis numerorum 2° +” et 277.” est 2, et per hypothesin maxima potestas 
ipsius 2, quam y continet est 2”, habetur 


17. + = 20%, Ari — Ubi D*. 
Siena ambigua 4 et 7 ifta accipienda sunt, ut cum signis aequationum 


(13.), (14.) et (15.) conveniant, ubi enim in illis aequationibus sivua su- 
periora vel inferiora valent, eadem etiam in his valebunt. 

QOuum probabile sit omnmes quatuor casus quos supra separavimus 
non pro ommibus mumeris A locnm habituros esse, dijudicandum videtur: 


quinam casus ad certos numeros A possint pertinere. Primum accipiamus 
numerum primum A talem esse ut etiam 2A--1 sit numerus primus, id 
quod ex. gr, evenit pro numeris A=3, 5, 11, 23, 29, #1, 53, .... et 
pro alliis innumeris. Quo posito inquiramus an aequationum (13.) utrae- 
que partes secundum modulum 2A +1 eongruae esse possint. Quia per 
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cognitum theorema omnis potestas ZA" unitati congrua est modulo ?A-+1 
(numero primo) nisi per 2A+-1 est divisibilis, facile cognosci potest ae- 
quationum (15.) casus I. et III. consistere non posse, nisi g per 2A-+1 
divisibilis sit, sed casus II. et IV. nullomodo locum habere (casu A=3 
excepto). Praeterea demonstrari potest etiam primum casum rejiciendum 


esse, est enim identice 
zit __ 
18. ei (2’— 2) +1 Sit .... N (ey . 


porro est ’— a" = y”, et casu primo, de quo agitur, ?— 2? = Y”.p%.g”, 


al 22 
z —&L ” n . . 
ergo 7 = est potestas 2X, quae sit y”. Cum supra inventum sit 


n 
a 7° 


easu primo numerum g per 2A -FH1 divisibilem esse debere, etiam 2 
hunc factorem contineat necesse est; itaque ex aecquatione (18.), terminis 
per 2?— 2” sive per 2X +1 divisibilibus omissis, habemus congruentiam: 
19. y}= Ale) (mod. 2A+1). 
Denique ex aequationibus s=p" + V’2g* et Le —=p*— VP7Rg* sequi- 
tur +r=1l et =1 modulo ?2A-+-14, unde (zr)""=1 (mod. 2A-F 1); 
itaque congruentia 19. mutatur in 
20: y9# u (mod. 22-1), 

quae congruentia nullomodo locum habere potest. Solus igitur remanet 


easus tertius, atque habemus 
Theorema 2. „Si praeter X etiam 2\--1 est numerus primus, 


acquatio X +y”=2” per numeros integros solvi nequit, nisi y, qui est 
numerus par, simul per A et per 2X\-F1 divisibilis est, et numerorum vr, 





ad ErOEL vr — w?} | ne . 
y formae. sunt: en y_= ——, se" HIT, 
+r0—= Pr — al? An g* „ 


Consideramus etiam residua, quae aequationes (15.) dant modulo 8. 
Ouum numerorum imparium 9, 9,0, w quadrata sive potestates pares uni- 
tati congrua sint modulo 5, ex aequationibus illis habemus congruentias: 
pro casu secundo: 1-A ==? (mod. $.), et pro quarto casu: 1-H1=?22 
(mod. 9.), unde elucet casum secundum non posse locum habere nisi A 
habeat formam 82-1, neque casum quartum nis; sit \=4r--1. Gene- 
ralius autem demonstrari potest. 

Theorema 3. ‚,Casus primus, secundus et quartus non possunt 
locum hbabere nisi A habet formam ®r-+- 1, pro ceteris formis numeri A, 
Sn+3, 8n+5 et 8r+7 solus easus tertius loeum habere potest.” 
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Hoc theorema demonstratur ex aequatione identica 


Ip dl 
. z Ic — im /- Lo x %u 
21. 42 = gFr)Wrr(lsF0)D +... +N(tr2)’ 


z+x 
est enim pro casibus I, II. et IV. AF=77D" et sFr = PrigH, 
ergo 


an A © 
zrx 
inde, terminis per & divisibilibus omissis, aequatio (21.) mutatur in congruentiam 
233. E*”=ı1(+te2)°’ (mod. 8) 
porro e formis numerorum #x et 2, ad (14.) notatis sequitur esse ubique 
+rz = 1 (mod. 8), itaque congruentia (23.) mutatur in 
24. 1=X (mod, 8) 
quae congruentia continet theorema pronunciatum. 
Revertimur ad aequationes (17.) quae in hanc formam redigi possunt: 
35, &i__ CH — u CT. — Yrır D°. 
Casibus 1., II., et IV. z<Fx factorem A non continet, pro iis igitur casi«- 
bus neque <’Fx, neque D factorem A potest continere, itaque per theo- 
rema primum ex aequationibus (25.) sequuntur: 
u. 2 a Di a I 


zn, 





ex iisque additis: | 
ar sFr — u | ud 
et quia pro casibus I. II. et IV. est sFe=7""”g*, habemus 
8. Art u 
Pro casu tertio <FX continet factorem A”, ergo 2’F x factorem ha- 
bebit N”, et D factorem A“, inde per theorema primum ex aequationi- 
bus (25.) pro hoc tertio casu dedueuntur 
29, x —(& — Yu a ne zu‘ CHE = — Yrir-2 7 Bu-L gü 


quibus additis: FR 
u sy u N (Re) 
et quia pro casu tertio invenimus sFr = FI. T1,g” est 
3. Fri a 2. 
Numeri r, s, et 9 aequationum (28.) et (31.) factores sunt numeri D, 
ideoque etiam numeri D, ideoque etiam numeri y, eaeque aequationes 
continent theorema insigne: 
Theorema 4. ‚Si aequatio «” + y’= 2” per numeros integros 
solvi potest, semper inveniri possunt numeri tres, 7, s et 4, numeri y, ejus- 


modi ut satisfaciant aequationi "? + s" = 2.g”.” 
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De numeris r, s, et y pauca adjicienda esse videntur. Per nume- 
ros z, y et x determinantur hoc modo: 


I 
2 INA 
tx ih 
32. PA uud ( 2 ) m Yrır 2, 











casu I., II. et IV. ER | 
33. ( ==) Frr= Yar-2, GA 
34. S+T F u, 
1 
35. ec en Yly=2 B.,0 
casu III. 12. F | | 
36. ( = ) +7 — Ya 1m, gs, 


37. sFr — a, 

Fieri potest ut numeri 7, s, et 9, quos hae aequationes praebent, 
factores communes habeant, qui vero, cum omnium trium communes esse 
debeant, ex aequatione r”-+s”—2.g* tolli poterunt. Praeterae conten- 
do, iis factoribus communibus sublatis, numerorum r et s factores omnes 
formam 21\n-+-1 habere. Notum est enim formae 2’ Fr” factores omnes, 
qui non sunt factores ipsius &F7, hano formam habere, unde sequitur 
omnes etiam factores ipsius D, qui non sint factores ipsius zFr, sive 
ipsius g, eandem formam habere. Quum vero numeri r et s factores 
sint numeri D, e quibus per hyp. factores cum g communes sublati sunt, 
sequitur omnes eorum factores formam 2Anr--1 habere. Si certum ali- 
quem factorem primum numeri 7 accipimus esse 2\m-+-1, ex aequatione 
r? +5?! 24” habemus congruentiam 


3. =2.g* (mod. 2im-+ 1) 
unde 
39. s= = 7”,g?”r (mod. 2ir +1) 


et quia per byp. numerus ?Am-+-1 est primus, esse debet 
Sri et mi module 2?Am-+1, 
itaque 


40. 2” =1 (mod. ?Amr-+1) 
huie igitur congruentiae omnes factores primi numeri r satisfacere debent, 
et apertum est hoc idem de factoribus primis numeri s ralere. 


Lignieii Oct. 1835. 
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De integralibus definitis et seriebus infinitis. 
(Auetore E, E. Kummer, Dr. phil. ) 





In commentatione hujus diari, tom. XH. pag. 144, dedimus theorema, 
cujus ope series infinitae, quas aequationis Riccatianae integrale completum 
continet, per integralia definita exprimi pofuerunt, ibique adnotavimus, 
plura etiam theoremata similia nos alio loco esse exhibituros. Quae theo- 
remata nune proferemus. Quum enim series infinitae et integralia definita 
formae sint simplicissimae et usitatissimae, quibus functiones transcenden- 
tes exprimi possunt, alterius formae transformatio in alteram magni mo- 
menti est habenda. Integralium definitorum transformatio in series, per 
evolutionem functionis integrandae, fere semper facile perficitur, sed multo 
eilfeilius ost alterum problema, de serierum infinitarum transformatione 
in integralia definita. In hoc enim problemate solvendo deest methodus 
seneralis, quae successum certum habeat, et paucis solum casibus artihcia 
singularia, sive methodi nonnullae singulares, ad finem propositum perdu- 
eunt. Nostra etiam theoremata methodos aliquas speciales continent, et 
certis solum serierum classibus applicari possunf, omnes. autem originem 
trahunt ex fonte communi, et quodammodo exempla sunt methodi gene- 
ralis. quam primum explicaturi sumus, n 
Ouem ad finem in usum vocamus integrale definitum 


er U,f(u, k)du, 


in quo U sit Junctio variabilis w, f(w, %k) functio quantitatum uw et A, et A 
sit numerus integer, et faciamus hoc integrale satisfacere aequationi 


1. U.f(uk)du = Bf U.f(u,0) du 


in qua 2, est functio data numeri Äk. Porro accipiamus seriem infinitam: 


2. Afw0) +A wu) HAflW2) + .... etc. = Du) 


eujus summa D(«) per functiones notas exprimi possit. Quibus positis erit: 


Fi "VoOlu)du 
— A,/ Ufw,0)du + af Ufwt)duraf, Urwmddur... etc. 
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et Der formulam (1.) 


r UO(u) du = f”. U f(u, 0) du [4,B,+ A, B, +4: B,-+.... etc. ] 


sive 


WR 2%, Du) du 


a Uf(u,0) du 
Hac methodo si series aliqua per integralia definita exprimenda pro- 


ponitur, factores certi A,, A,, A, etc. a terminis singulis sunt sejungendi, 
iique ita sunt aceipiendi, ut seriei (2.) summa facili negotio possit inveniri; 
eo consilro etianr functio f(%, k) apte eligenda est, postea superest ut functio U 
inveniatur, quae satisfaciat aequationi (1.). Generaliter igitur cujuslibet seriei 
summam per integralia definita exprimere possemus, dummodo functionis 
!/ determinatio idonea succederet. De hoc vero problemate, quod diffi- 
cilioribus adnumerandum est, et methodos sibi singulares poscit, alio loco 
commentari nobis proposuimus, hie autem ex cognitis nonnullis integralibus, 


3. AB +AB+4B,+.. 





quae aequationi (1.) satisiaciunt, serierum infinitarum formas quasdam, per 
integralia definita expressas, inveniemus, et theoremata nonnulla methodi 
modo traditae auxilio deducemus. 


.. > 
Primum aceipiamus integrale EA e“.utdu, quod Cl, Gauss de- 


(0 


sionat II(e &rk—1), cujus nota est formula reductionis: 


4. [ e euer du = ala-H1)....(a+k—1) / e u gemi Dae 
(7 5 


quae comparata cum aequatione (1.) dt U = eu, f(uh) = uw‘, 


ni = (0 -+1)....(« + k—1), quibus valoribus substitutis in aequationi- 
s (2. ' et (3.), habemus 
Theorema I. ‚Si cognita est summa seriei 
5. 4,+-AuR tr AW AU Lt... = du) 
habetur 





6. +04, r0(a +1) L,+alo-+1\a FF?) A;-+ ..-- . aa 


1 NN ie RR 
T« A, F-aA, aa +1) A, +... et. = an), e u 401873 du. 
Hujus theorematis usum exemplis nonnullis explicabimus. Si ponitur 


/ / \ tanz? ac 
Du) == cos (u.tang %); est A, 1 s 4, = 0, 4» — 75: ER 


Crellz’s Journal d. M. Bd. XVIL Hft. 3. 28 
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tan»* r 








d,= +55 z etc. itargue per aequationem (7.) 
a(@-+1) 2 e(e+1)(e + le +3) 
1— 7, taug + 1.53.34 tane’x.... 


1 fr e 
= many ® “u cos(utangx) du, 
hujus autem seriei summam notam (cos x)* cos{4x) substituentes habemus: 


8. [ e* u cos (utangx) du = Il(ua—1) (cos.r)‘ cos(ax). 
“ 0 
tanz x 


Simili modo, si sumitur P(w) = sin(wtangx) unde 4,=0, A,= 2, 





tang? x . 
1.5 etc, est per aequationem (7.) 


4, > 0, A, = 





@ a(@ +1) (@ +2) 3 —— - fi ugge-1 a: 
ageai IL —— no’xr 2 DEE y ri \ 
j„tangx 193 tang’c+ mens, ® u" sin (u tangx) du, 


et quum hujus seriei summa nota sit (cosx)“ sinax, sequitur: 
n 
9, : eu sin(utanga) du = Il(a—1) (cosr)* sin (ax). 
0 


Integralia duo, (8.) et(9.), quae theorematis auxilio invenimus, jamdudum 
a geometris inventa sunt, et variis modis demonstrata, attamen haec de- 
monstratio nostra eo videtur aliis praestare, quod quantitatum imaginaria- 
rum ope non eget, et pro quolibet valore positivo, integro vel fracto nu- 
meri &, aeque valet. Generaliter si quantitates A,, A, etc. ita accipiun- 
tur, ut non solum Du), sed etiam serii u, +a.A, ta (ac H1) A, + .... 
summa per functiones notas exprimi possif, integralium definitorum va- 





lores inveniuntur. Ita si ponitur Du) = cos(?y (zu), et 4, =1, 
ut, Kr id 
4, — 779 4, = 7:73 s etc. 1 eoque 
2» 5 
@.c , alcat+1)x? 1 Fe he a RR 
uam u EEE BO 8 == u ‚ " u 2 f 2 
10. 1 1 + 31.2 rar U Ai cos(?y(xu)) du 


praeterea si ponitur &=3, haec series transit in evolutionem ipsius e”“, 
et fit II(a—1) =Il(—3)=y7r, itaque est 


N 


F e"uFtTcos(?y(zu))du= yYr.e“, 


”- 0 
sive posito uev et x=?: 
eT: ; Vn.e-:! 
j ev’ cos(?zv) dv = . 


0 





« 


Aliud theorema deducemus ex integrali 


Net) au = ern, 
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quod hanc habet formulam reductionis: 


ll. Ku (11) "au = am (1) au 


Per comparationem hujus formulae et aequationis (1.) habemus pro hoc 


| 1 \P-1 a \P 
/ . — k — . — - 5 
casu [uw,k)=u, U=u* (7 —) am (— Pays ) ‚ itaque ex aequatio- 


u 
nibus (2.) et (3.) sequitur 
Theorema 11. ‚Ex cognita summa seriei 


13. 4A+Aua+AW+... = du 


1 1 \P- 
/ ur (1 —) Du) du 
rn di. U 


4. Art) Ar) At = Sul a 


sequitur 





sive | 
y A, A, A; Pa: 1 f 1 ( Er PURE P 
5 trete men), VE) Oman 


ar 


Exempli gratia accipiamus 
x csw— x? u A 
Du) = = x C0SW u 2 3w4+ 
Du) aaa Tepe So ger x ucos?wt x’u co3w-.. 
unde ft A,=xcosw, A,=»° cos?w, A,=x; cos} w etc., itaque per 


aequat. (15.) 





2 C0Sw 2° cos? w 23 c083w 


16. — (« +1)? B= («+2)? ER 


1 115-1 
ge. (: —) (zes — xr’u)du 
1 u 
0 


— TI($—1) 1— 2xucsw- x° u? 
Idem integrale, cujus ope theorema II. inventum est, aliud nobis 


theorema praebebit per formulam 


ıourcfz IRA PR)... (A+k—)aR ft 1 \5-1 
at k—1 PET fi PR 
17. / u (2 —) du = ex BAHR V u ( -) du, 


quae, cum aequatione (1.) comparata, dat: 
k I , P 
fuvk)= (u) i 1 A(P+HI)....(d+k—l)e 


p-1 
= u (1 —) P Bb;, = Mit Aue 
ex quibus substitutis in aequat. (2.) et (3.) sequitur: 

















u (@ + KH 


Theorema IIl. ‚Per cognitam summam seriei: 
1 1\? 1 
18. A,+A, ul +4. (u!) +... = Olul-), 


habetur hujus etiam seriei summa per integralia definita expressa: 
28* 
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1 1\?-1 1 
aA a—1 ı—) (ur) du 
’ Bee B ArNDer JS ( u u 
Pe (@ pri Ah 7 (e-+F2)? Fr Ach VAR: a—1 (' : P 
| . 32 dı 
sıve 


’ A, P. A; PIAHN A; 
20. iA T ar) Fr tr «+ 2/73 4... 


= le)" lu) 
— rl, u #7 ® ul du. 


Hoc PIE uti 











possumus ad inveniendam summam_ seriei 





® . Z 
+57 =. Ir + ...., nam si sumitur o—=1, ß=1, et O(ul-) el gg" 
4 
est Au 1, A = T „Au 


? 
n2 


z 5 ete., itaque per aequationem. (20.) 





1 
zu. 1-- +3 33 ++ 00 u du. 


0 
Hic etiam illud theorema recipiemus, quod in hoc diario tom. X. 


pag. 144 jam prosuimus, eoque ad integralia nonnulla invenienda utemur. 
Quem ad finem consideremus integrale 


1 
RL ww i— u) du, 
0 


quod hoc modo per functionem II exprimitur, 


am ur Te —1)T(— a — 1) 
7 —l/ ag,P—% ı du amam \ a; f J 
V u (u) m. I($—1) 





et hanc habet formulam reductionis: 
Be. er e(c+1)....(e+%k—1) J 
22. & wurd — u) dumm — Trail 4 PER Y Du u W 
J \ J BOB ). .. (A k—1) 5 \ j da. 
(uae si comparatur cum formula es; est fw, A) = uf, 


B, = “jeiel). share) 
PIPPI)... (PK) —1) 
iisque substitutis in aequat. (2.) et (3.) habemus 
Theorema IV. „Ex cognita summa seriei 


233. A,+4Uu+ 2 WA Wr... = 0 


sequitur haec summa seriei 


1 
2 ati f au ed 2 } } 
+ aa . J raw On) du 


7 T 371 au DE Dan u ze et un 2 
KB ) uw — u) 'du 





U= wi — WM 





2 





in 





ih 


235. ++ +, u 
(1) 


sive 





. a—1 B-a—1 d 
Op 3y 17 zum 3y Ale (1—u) Du) du! 
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Aequationt (25.) ponendo @==sin’v hanc formam dare possumus 


N 14 [ 
ae At de, 


2718 —1) 7 s ® 
—— e f .. .\a—1 x a\ Pm-a—1 /P f .- 2 .\ lv 
u: —— sın®t & «se DD) 

II (e—1) I($— a—1). \ Ji (cos®, v(sın U) di 





Nune si ponitur P(sin’v) = cos(?ßrv), ex evolutione nota 
ß Be rn 
1— —- sin’v+ 73712 


h. . A(PR- 
sequitur 4=1, uf E ‚=+ EI. da it 


sin’ vo — 





cos(2ßv) = 








etc. quibus sub- 


stitutis in aequatione (26.), est 








) PR a.ß ale 1) AB—1) a 
27: 1 I -- ı 3 N co) ... 
2 » 3 .23° . 
OL (8-1) vn ee. 
— D@—1)1P—a—1) ” (einu) *"(o0s0)" uni 


hujus autem seriei summa per functionem II assignari potest (vide Gauss 
disquisit. gen. c. seriem inf. etc. pag. 28) 








1 5 ß pelctn en M-HIB—e—H 
z-1 3.3.1.2 RW 1(#—3)11(—a—3)’ 


inde aequatio (27.) transit in hanc: 


7t 
“os Na-1/ m\?B-20-1 s( \ TU— nr ee Fa—i) 
(sin ® cos9)" c )dv= | es, 





haec expressio per formulas fundamentales EN II non parum sinı- 


n: a+ 


. “ . * * [} - r [6 
phficatur, et formam simplieissimam obtinet, si mutatur & in —, Pin . 


quo facto prodit: 





art a 

2 Bo rl I) N(#—1) 

un J. (sind)! (cosv)cos (a+P)p dv = — Se Tau 
n ıi l Pe u ) 


Simili modo si in formula (26.) ponitur 


a, sin (2 P—1)v 
D (sin v) = (2 P—1) sin UV 





invenietur integrale 





2 a - ilt?2- 
29 Fi “ v)° 1 )® 2.0 , kr IN 2 ‘) i1 4 Au\G 
. sın a)" (cosv)’"sinia -+B)Udv = — 
Fo ( ( \ l je dv Ne +7—1) 


Sed facile etiam hoc integrale ex illo dedueitur, nam si in illo » mutatır 


. st ° Pr ° 
in ——?®, « in Bet ? in a, prodit 
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cos(a+ß) gf" (sin 0)" (cosv)?cos(a + B)e de 
cos "ea -NNB—) 





+ sin(a+ß)— 3 .f' (sin v)(cosry"sin(a+Pß)v do =. ner) 


ex quo per formulam (28.) sequitur 


»2 . \ Oo . 
/ (sind) (cosv)’"sin(« + P)r de 
Le —1) (8-1) 





3; 7 g 
(cos 5 — c08 > cos (@+-ß) 5 
— | = - : 
sin (@+f) >. Te +ß—1) 


a st st 
.:. UT 


quae formula cum aequatione (29.) identica est, quia 
st 
cos dan —- (03 nn. cost (@+-P) p% 


_ _ = sin—. 
2 


sin («+ #) — 


Aliud integrale theorematis quarti ope PER: ponendo «=3%, Pfsin’e) 





» 
cos (yr), inde per evolutionem notam 














E-2 
| = =. 2 32 2 
os(yv) = 1l— sın © - 
TO) 2.1 + 2.2.5,3 
habemus 
3 {3 Y’{? 
3'2 3% 4+)3(&-1) 
A=— 773 A=— 773 . eic. 
Ey 3:3° n. 


uibus substitutis prodit 
ER: (7 
&+1)% 5 A) 











3 
- Bi PP 1. 
an P—1 
—— 7 ' An (cosv)cos(ye) der, 
) I — }) 


ya Bl -- 1 
et quum hujus seriei summa per fimetionem Il exprimi possit hoc modo: 
11(#—1) II8—1) 





n(e+3-1n(e-5-) 
‚_— _DN-3)I(#-1)IK/—3) 
EB 





es! 
/ (eosr)? cos(yr),de = 
2n(a+ 2-1) 11(5- , 
ä oz . +2 ß 3—l | . 
denique sı 3 mutatur ın ——, et n1(£) 1 transiormatur in 
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vr.Y7”Il(ß), hoc integrale accipit formam: 


2 a zIl(?) 
[ (cosv)" cos(yv) da = E —, 
u) 2: Fr)n(E —?) 








> 


. 


Eadem methodo inveniri possunt integralia duo 


7 O ” . x\2a . s \ 
fi (sinv)” cos(yv) dv et JS. (sin dv)’ sin(yv) de, 
0 v0 ö 
sed faciliori negotio deducuntur ex eo, quod modo invenimus, quod hunc 
ad finem ita repraesentari potest 











+2 
sT Il (3 
Ei (cosv)’cos(yv)dv = ERrueR ae 
z Zoe 
et ex hoc 
+7 
e ÖN (cos®)" sin(yv) dv = 0, 
| 
cujus veritas sponte elucet. Nam si illud ducitur in cos, hoc in sin Mur; 
fit per additionem: 
+3 1 un 1 005, I1(? 
/ (cos v)” cos (ve 5 )dv = eg), mu 
‘_a a nn) 
ö y7 y7 2 
si vero alterum dueitur in sin -, alterum in cos -, per subtractionem 
eorum fit: 
+3 j 7 sin ZZ I1() 


/ \ FM] - 7?’ 
(C08 9)” sın (7 _’ v) dv = Pr euer 
/ n Be nl) ul) 





% 





u 


. . . nT 
denique si v mutatur in —— —v, habemus 


zu cos =) IL(?) 


iR J, eine) a ti en 2R 1(? tn) (FI 2 2) 





7 wi Sa 


32. / "sinv) sin(yo)dr = —. 
Fi (sin ve)’ sin (yo) dı > nF) = N 








Ex invento valore integralis (30.) sive aliis modis facile deducitur 


formula reductionis: 
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st 


’ 7 P19l s 2 fr) 
/ (cosu)"t”"!cos(yu) du = B/ (cosu)"cos(yu) du, 
0 
in qua D, significat hanc expressionem: 
EN PBRHDPH2) ...(P+2k—1) 
Part PHrrr3) KB Hr rl) PHP) (dr +21)” 


haec formula praebet theorema: 





Theorema V. „Si ponitur 
33. Ant A,cosw+ A, cos + 4A,cosu + .... = P(cos’u) 











ei 
j ED A: 
Ho ' — A, At 
” TBFr/FDR@—rFD 
+; PRHNPFHNGHI A +. 
B+r7+DP+7+)B—r+N #7 FD 


z is. 
F (cos)?! cos(yu)p(eos?u)d: 
Fi 





(cos u)! cos(yu) du 


4 


1 





n(&r7 A) n(ET: 


‘ 


38, = _ cost)" cos(yu) ®(cos %) 
J I rn 1l(#—1) gr ( ) (Y 5 du. 


Hujus theorematis exemplum simplex kabemus — Bam, yam?a 


y— 1. 





vi» 





92. Y4 -& 
(cos ©) = cos(?zcosw) unde A,=1, A=— 5, A; + 1533 6, 


quibus valoribus in ee (36.) substitutis est: 


2 


” Ida tArütel-e-g 








9) 


43 
a 


3 
un A cos (wu) cos(23 cos) du. 


SINGT a 





Aliud theorema deducitur ex formula 


/ (os oT co (P+a + rk—1)v dv = B/ (eose)(E+u—1)v de, 
| 0) 
ub» 

B; — (—1)} e(e +1)... (a tk—1) 





I BBHN (PH E—1)? 
mar per aequationem (30.) sive aliis modis facile demonstratur. Per com- 


parationem hujus formulae cum aequatione (1.) videmus hoc cası statuen- 
dum esse 
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[wk)=cos(?+u--?k—1)u, U = (cosu)-"!, 
qui valores in aequationibus (2.) et (3.) positi dant. 
Theorema VI. ‚Si cognita est summa seriei 
38. A,cos(u+ß—1)u +4A,cos(a+ß+1)u +A,cos (a+ß 43) +... =Olu) 
habetur etiam hujus seriei summa: 


(cosu)P—eIp(u) du 
39, 4—SA4 Ber Ei 


/ (?+1) zn —— — 


Zr (cos u)® 0 (#+«—1) udu 
0 





sive 


«(e+!) _ PT (8-N)TI(—e) be 
Ba) 7 77. mega If’ (cosu)""Dlu)du.” 


Hoc theoremate si uti volumus ad inveniendam summam seriei 


5 & | 1 I 
1171 +79 75 +, fieri dbet om! t A, =1, = — n 





& 
40. A— At 





ni 





2° ’ . . _. 
= — j„ ete., itaque invenienda est summa seriei 
2.:3° . 


>cos(# +2 a? cos(#-4- 7) 
Ol) = 0 (Pu er re 8 es(+3)u 


3.3.1.2 





quae per methodos notas derivatur ex hoc 
= a® 
cos(?yx) = i-77t ana r 








scilicet | 
ou) = ze’ oos((—H)U—?y x cosu) 
Le? Yxsinuogg (B—3H)uH-N2yx cos“), 
quibus in aequat. (40.) substitutis habemus 








. Ze „in nf? (u) du. 
IH 31t aaa tr van; (eosu’ Du) du 


Functio ® (u) duabus partibus constat, quae inter se non nisi signis OppO- 
sitis quantitatis Ya differunt et facile patet, si utramque partem seorsim 
integramus et in altera ponimus —v loco ”, haec duo integralia non nisı 


q 


limitibus differre, qui pro altero sunt —; et OÖ, pro altero O et + 


Is igitur integralibus in unum | ae 


_»- 1181) +7 
— Val —y. 





a ve rrear ol(B — Hu—)yr cosu) du. 
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Revertamur ad integrale supra inventum aequat. (11.) 


. fi \ Vn au 

f ee’ cos(Izsv)dv= — ee“ 
= 0 2 
. f 1 | 
quod posito = 0 V 1—) NEN SE 
q 
eo 1 Vn 
ei e=”" c08 (2ur ve) dvv= — e 
0 2 


inde, si ponitur &—+% loco «, deducitur haec formula 


42. J. e””” cos (2 (+ k) vo Y( -)) dv 
— — "le COS (2 av Y( —)) dv. 


* . « . . T 
Haec formula novum nobis theorema notatu dignissimum praebebit. Nam per 
l 


comparationem cum aequatione (l.) habemus f(w,k) = cos (2 (a+k) eV) : 
U=e", DB, =g"r“ itaque ex aequationibus (2.) et (3.) sequitur. 
Theorema VII. „Si cognita est summa seriei 


3. A,cos(2ar /(27))+Acos(2(a +1 rY(t-)) 
—+- A, cos (2i«+9rylr)) +...=0) 


habetur etiam hujus seriei summa 





en p(v) dv 
4. ,+A + Art AN... — h V 


sive 
| 2 im. “ 
£ 4 Ice ) u U {au \ . 
45. A,-+ 4, gr +A,g* +Agt"+.... — a | e i O®(v) de. 
Hujus theorematis auxilio inveniri possunt summae serierum, secun- 
dum eas potestates quantitatis q dispositarum, quarum exponentes in serie 
arithmetica secund? ordinis progrediantur. Ejusmodi series aliquae persim- 


plices in theoria funetionum ellipticarum reperiuntur, ad quas prae ceteris 
methodum nostram applicabimus. Quem ad finem accipiamus 


D/v) = cos (2 Bv v(-)) + x cos (? 1) A 7) 


‘ #4 ‘ na 1 
+ co (! a9: vi) n 
cujus seriei summa est 


(Ye) -wntirtolh) 


Dv = AR 








1— 2 cos (23 Ye) +x? 
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unde et A, =1, A=x, A,=x° et, =—ß, iis valoribus in aequa- 
tione (45.) substitutis habemus 


46. 1+ gg”? +2? " it +2 gi den 
gg nv? [eos (2 Bv ve) — 7 008 (2(#-+1 )v v(: -))| 
wo 1— 2x cos (2v VL) +e: 
et, si ponitur A — zg", 
47. 1429 + HH... 
ei ser ” aa ® (28, Y(! —)) — zg’P °cos (2 S+1)v Y(- 1 —))] 


Vn. k 1— 2:9? os (2 yl—))+: 2 8 - de, 


Quantitas 2, que in altera aequationis parte non inest, ex arbitrio potest 


dv 

















eligi, attamen monendum est, eam ita accipiendam esse, ut = xy" sit 
unitate minor, ne ®(v) sit series divergens. Integrale formam simplieissi- 
mam obtineret posito =0; tum vero in hac formula quantitati x valo- 
rem z= 1 tribuere non liceret. Qua de causa accipiamus P=;, et po- 
namus praeterea s—= +1 et s=—1; unde obtinemus has series 


48. Ir +t+gtg"r-...» 
r% EI )] 
Vavg 1-29 0(2vY(t-)+ 7° 
9. 1-g+4 -f 25 Biss 
2 eale@re; Y)dom(ir / 7) 
Vr uf. r2gmlee le) \) +7: 
Easdem series duas invenit Cl. Jacobi (Fund. nova theor. f. ell. p. 184) 


HH HH + = 34), 
1-4 HN" —.... — i+} Ye >), 


ubi quantitates q, A, et A‘ ita @ variabili % pendent, ut sit 


9 - 2 dg - lc 
a ie af BA... -/[', EL. - 
vum, 4 o VYıl—k?siw?g)’ K Vi—k%2sio:g)’ 


= K 





dv, 





| 


dv. 











29 * 








222 11. Kummer, de integralibus definitis et seriebus infinitis. 


Simili modo in theoremate VII. accipiamus 
Die) = cos (2 (B—1)v ye- 2) + x cos (2 (E—35) vY(r— =) 
-Fx’ cos(2(B—5) ey(i EIN +.... 


q 
unde soquitur a——ß et A, =0, A == 1, A,==0, A,may, A4,=0, 


A.= x’ ete, Seriei ®(v) summa facillime invenitur 


cos (2 (?—1)v v(: —) — 2 008 (2 (£-+1) v Y(: —)) 
1 — 2x cos (4 v Y(: 33 x” 


yi 
inde per aequationem (45.) habemus 


50. gt I 227 Mala u aaa u 3 ai Po 


3 ef‘ ev? [cos (2 (#?—1) vy(? 7)) — x 008 (2 (+1) v y( -))] 





Der), = 


’ 


— — 


Vn 








t' 


1—-: 2x cos( u ve —)) + x? E 3 


ponendo z=zg" et P=1, et multiplicando per g°, fit 
sl. greift. 
nn _v? jr 1 

af e 1- zg“* cos (4 v Y: ij] 


 Vr o 1—2z g* cos (4v /(! ))+=4 


- - 4 ” . 
si 7 mutatur in Yg, haec formula transit in hanc 
- 4 wi) c b) 4 25 4 ( 
52. var trVv tert. 


> | (2 geos (2 W. mal 





dv, 


2 2Vg 











— d 
Val es he . v, 
denique ponendo s=1 et = —1 habemus series duas 
53. vVo+vYg+ mritt 
Ri 2 f ev” li — g cos (2 v ve-))] ” 
’n, „»  1—2geos (2 v Y( )) +97° 
£ 4 “ i m; 
VE 
== FR neb rn) dv, 
Vn | 


1-+2g cos (2 v V it )+e 
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quarum alteram Cl. Jacob: invenit 1. c. 
= Me Mn 4 ia kK 
Ver PH PHP +. = VE). 


Eadem methodo inveniri possunt summae serierum generaliorum 





2Kx ‘ ‘ [ 
o( ) —= 1—2g9c0sc+ 24’ cos4x — 2g’ cos6x + :::.:-, 


st 


HE) = 214: sine —2yYg-sindc+ryYgesinde—...., 


* 
quae in theoria functionum ellipticarum plurimum valent, quarum vero 


expressiones per integralia definita, quum minus simplices evadant, hoc 


loco ommittimus. 
Ex integrali cognito 


I uam up! . B 
J, 7 Tu a (5) 
sponte prodit. 


Theorema VIII. ,Si ponitur 
6. 4,+4,ua + AW+AWL+.... = Dlu) 











est 
«+1 «+2 BE 0 en. A 9 „ 
57. Al (5 )+4, () +4: Gate, Pu) au 
Cujus ken exemplum notatu dignum obtinemus ponendo 
Te zn pl 


Pu) =1—utVW— W+t..+uU"= a 
unde fit: 
@ «+1 «+? a+27\ __ [wet —urNd+urt') 
58. (5 )— re ee ) ur (1 u) !(w) du, 
haec summa logarithmorum eolligitur in unum Ra hujus producti 
e(c-+2)....(2+2n)(?+t)($-+3)....(#+2n —1) 
33+29.... (BH2n)@Hi)(et3)... er pen 


et, si auetore Cl, Gauss ponimus 











Gr 1.2.3... c.k® 
1e) = (+1) (2<#2)....(s+%) 
hoc productum ita repraesentari potest: 


TR u(@+1,.2-)n 2 1 


( 














itaque est 


. / et) NE) 








n-+i 





(iu) !(w) 
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si numerus 22 ponitur infinite magnus, u”*' sub integrationis signo eEVva- 
nescit et Il(n, 2) transit in Il(z) unde fit: 


e I en (5-1) u(5=) 


AR = ne du= |! (Sn) 
ß 2 
Kx hoc integrali, quod novum esse putamus, sequitur efiam casus specialis 
1 ya—l__ ma ’ 
61. y dt) du = (tang“”). 

Alia etiam theoremata permulta ex aliis integralium definitorum va- 
loribus et reductionibus cognitis, secundum methodum generalem supra 
traditam, deduci possunt, quae vero omnia colligere longum esset. Imo 
ea, quae hie dedimus, tanquam exempla methodi generalis sufficiant. Hic 
autem theorema alius generis addere placet, quod quodammodo cum illis 
conjunctum est, eorumque auxilio demonstratur. 











Theorema IX. „Si functio quaedam patitur hanc formam evo- 
lutionis 
62. Dlcos’u) = 4,4 A,cos’u + A,cos’u + 4A,cos’u-+ .... 


et eadem functio evolvitur in seriem hujus formae: 


> » ” « 
63. © (cos’ u) RUN B,+:: BER 4, B; nd Bb; ee 


2 cosu (2cosu)*? (2 c0su)®- 


eoefficientes B,, B,, B;, etc. ita per integralia definita determinantur, ut 
sit generaliter 


4 L® . . 
64. B,= —/ (2? cosu)'—!cos(k +1)uD(cos’u) du. 


Cujus theorematis demonstratio innititur formulae 
0, 2 Fe | 2k  cosu 2K(2c+1) cos2u 
69. (C08U) = 546... 2% It 5 Tesu - (k+1)(k+2)" (2 cosu)® + ); 


quae ex formula generaliori, quam proposui in hoc diario (tom. XV. p. 161. 
form. 13.) facile deducitur. Nam si in aequatione 


D(cosu) = A,+ 4, cos?u+ A,cos'u-+.... 














loco potestatum cosinus substituuntur earum expressiones, quas aequatio 
(65.) praebet, est 








Im 
wg 3 
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65. Ocou) = 4, 
a +) 
3 4 082 4.56 s3 
ur“ 1,(1+43 5 N a +3 3.4" ee 31. 2 ein ae ) 
Ha Alt Gt a ae + ra a +) 


etc. 


quae evolutio comparata cum hac: 











/ Ez cos u cos? u 008 5 u 
2 cos" u B+B, 1% 08 u +B; (2cos u)? ” BD; sn 05 
dat 
1.3.5 
66. B,= 4,+54 +24, 946 ri, 
1.3.4 But 
6. B= 5% Fer er ar... 
1.3 4.5 1.3.5 6.7 


6 B=- 5Aı+ 3asartza naht 


et facile intelligitur esse Gnineiäiter 


t 1.3 n+3 3.5 (h4+4)(h-+5) 
m Be gAtaes At as Ar 


cujus seriei terminus generalis est: 
1.3.5... 2p—1).(k+p+l)(h+p+2)....(h+2p—1) 
7. 4.6....2p.(p+1)(p+2) --..(2p—1) ’ 
qui facile transformatur in hanc formam simpliorem 


HALT HD. HIN g 
Yp-1,.2,3 "GB pP? 


quare series PD, hanc formam induit: 


ı +3 4) 
70. u re en... 


Hujus seriei summa per theorema V. deducitur ex hac 
L(cos’ u) = A, + A, cos®’u+ A,cosu-+ .. 


nam si in aequationibus hujus theorematis V. ponitur = A +2 2, yah-l, 
4,in 4,, A, in A,, A, in A, etc., et P(cos’u) in Y(cos’«) prodit: 























} h+2 3 
yWe.N +eraeE 2) A;-+.... —— A (cos u)"*"cos(A+1)u y (cos’u)du 


itaque est 


A+t 
B, PEN. m (cos u)"t! cos(R+1)u %(cos’ u) du, 
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f (eos? u) — A, 


es? u 





quum autem sit .. ,„ est 


ht 


B, = — a1 v)'!cos(k+1)u ©(cos’u) du 


st 


= Ih 7 
— 1.20 2; (cosu)"! cos(A+1)u du, 


et quia pro quovis valore positivo numeri A est 


Si wosw- cos(k+i)udu = 0 
tik 
2 
ı = I, 2 eosw- cos(h+1)u P(cos'u) du. 
Ab hac coeflicientium determinatione excipiendus esse videtur casus quo 
k.-—= 0, namque series D,, eo discrepat a ceteris, quod terminum A, con- 


tinet, facile autem per theorema IV. sive V. invenitur hanc seriem ex- 
primi per integrale 


TI 
2 f?r 
B = —/ D (cos’u) du 
4 0 
unde elucet primum coefficientem sequi eandem legem ae ceteros. 


Notatu digna est relatio quae inter coeilicientes harum serierum 
locum habet 


72. Plcos’u) = B,+B,——— 


eos cos? u c083u 


2 cosu r BD; Geosayi + B, Ges vi 
ei 

73. Oloofu)=C,+Ü,cos2u+C, cos4u +C, cos6u +...., 
nam si in aequatione (71.) loco P(cos’w) haec series substituitur, fit 


z 
74. B,= - IA (2 08%)" cos(k+1)u(C,+C, cos2%# +C, cos4u-+....) du, 
ba U 


ubi integrandi sunt termini singuli hujus formae 
4 ? 2) h—1 (h 1) )%k \d 
2 (2cosw)"" cos(A+1)ucos(?Au) du, 
‚ 0 

quod integrale dividitur in haec duo 


A zZ 2 p3 
‘ h-1 MA Be h-1 ) rY ) 2 
= (2c0s wu)" cos(A+2A+1)u du + = fi (2 cosu)" "cos (A—2k+1,udu, 


quae secundum formulam (30.) hoc modo per functionem II exprimuntur: 
Ir —1) PR (h —1) 
IAtr)li(—k—1) " IIA—R) UR—1) 
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prior pars semper evanescit, quia II(—Ak—I1)= x, pro quolibet numero 
integro positivo Ä, altera pars evanescit si —%k est numerus positivus, 
sive sik>h, si vero k<h abit in 


(A—1)(n—2)....(h— ki) 
1.2....(k—1) . 





itaque est 


(h—l)(h—?2)....(h— k-1) 
1.2.3....(k—1) . 





4 > ce R i i N 
—/ 2cosu)!cos(kh-+-1)u cos (?Aku) du = 
inde aequatio (74.) transit in hanc 
(h--1)(h— 2) 


‘ h—1 x 2): i 
75. B, zu + —- 6+ 1.2? ' af... +, 


praeterea, quia terminus primus seriei (73.) exprimitur per integrale 


er 
U, Ss. D cos’ u) du 





sequitur 


BE, == 6, 
itaque coefheientes evolutionis (72.) facillime ex coefliecientibus seriei (75.) 
inveniri possunt, 


Lignici, m. Majo, a. 1836. 
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12. 
De integralıbus quibusdam definitis et seriebus. 
infinitis. 


(Auctore E. E. Kummer, Dr. phil. ) 





Intesratia delinita, quae nune tractare mihi proposui, arctissime conjuncta 
sunt cum seriebus infinitis, de quibus egi in commentatione hujus diarii de 
serie bypergeometrica, Tom. XV. pag. 138 sq. quas, ut faciliori modo re- 


DHEEIDEN a his signis functionalibus designabo: 

















& @+ I). a? ne Chun „3 
1. 14574 Mar re +. = Dahn) 
m | 3 
2 re Bi ee = “ nt; 
u. Er; + &| ey # „m e(@«-+1)(e+2).1.2.3 4 EEE TER L (a, 8), 
“y a(a+1)P($+1) (+1) (e+2) A(P+r) (242) h 
ug: 7° Super © = age 1.2.3.0 te. =x(5ßr). 


Inde earum serierum transformationes loco citato inventae hoc modo ex- 
hiberi possunt: 
4. Daß) = ß 
I. Ya) —= et?rY* dl 
quae formula eadem est ac 


6 (20 ul, ot 
17 D (a, 2u,x) = e£ Veera> 16 
et 

x&]Iı 3 — a —1 ) / \ ach T(a—P? 








a” ’ Bl), f 9) 4 
x(,ß,x) = ma) Pwa-R+Lhe)r Ten DB,3—u-+1,x) 


Quibus praeparatis primum quaestionem instituam de integrali 


% BR... 
. y= wi.t, em 
2 
ex quo 


dy__ ge? BE Vu z d°’ Y x Ku —U F 
une —  - du, — zn U -e ob du, 
dx ax" Ba 


per differentiationem quantitatis u.e”*.e * est: 





d (ue-t, ee u 


v 


x x 
= — un\,ee “dur —N)w "ee “"durr.u Veto "du, 
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et per integrationem intra limites O et & 
0= /[ u,ee "du +a—1)/ wre ’dn 
cn 0 


u ;) 

+e/ wr.ec”e "da, 
Ö 

sive quod idem est 


9. t=yr+a- I — 7 


'dz dx?’ 


Aequationis hujus integrale completum per series, quas signo functionali 
desiguavimus, facile invenitur 

0. y= Avyv(li-ax)+B.a". vb (1+a,x), 
ubi A et B sunt constautes arbitrariae. Inde sequitur integralis propositi 
expressio haec 


/ ur, ee £ du == A.v(l—a, x) +B.2’. (1-4 c, x). 

«/ 0 

Constantis A determinatio facilis est; nam si quantitatem « positivram ao- 
cipimus, et ponimus <=0, habemus 


u 
‚; we" du— A 
I U 
sive 
UÜt eodemmodo constans B determinari possit, integral y per substitutio- 


X . . 
nem % — — transformari debet, unde fit 
(2) 
“ x 


) ii y) SE. 1 
F ute”e "du= f et a er 
“ 7 V 


hac iutegralis transformatione adhibita aequatio (11.) transit in hanc: 


x 
_—1— _—/ N; J ER _ f \ 
Sem = Aa loan) + Btlita,e), 
inde, si quastitatem « negativam accipimus et ponimus x = U, habemus 
mn 
fl und a IE 
« U 


sive 
B = 1\l(—a—l). 


quibus denigue constantium valorıbus substitutig est: 


ro ER 
12. f; wie”.e "du=1Ilao—1)V(l—a,2) + Il(—o— 1,2’ L(1-+a,r). 
. W 


Ab hac constantium determinatione dubia quaedam removenda sunt, quae 
inde oriri possint, quod constans altera inventa est posito © >0, alterius 
vero constantis determinatio hypothesin contrariam poscit. Attamen ap- 


30 * 
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paret eas ceonditiones superlluas fuisse, si in constantibus determinandis 
non valore 2= 0, sed aliis quibuscunque valoribus positivis usi essemus, 
neque alios inde constantium valores exstitisse. Praeterea monendum est 
formulam (12.) non valere nis © sit quantitas positiva, alioqui integrale 
illud infinitum evaderet; si vero © est positivum hoc intesrale valorem 
finitum habet, quaecunque sit quantitas a, positiva seu negativa. 


Ex hac formula (12.) aliud integrale deduci potest, quod per series 
duas formae Da, P, x) exprimitur. Ponendo zv loco x, multiplicando 


Er 


per e”.e”'.dv et integrando intra limites O et ©, est 


Fi \ te v,e.e "dude—= Ia—1)/, ee. d—a,ev) do 
+I(— a—1)at / re” u l+a,cv)de, 
infegrationes secundum variabilem ® facile peraguntur; est enim 
re vaaar)d = IA-NPB1— 3,2), 
Fi yet3-1 e’yi1l+a,rv)dv = Il(« +B— 10a +ß,1 +32), 
0 


J. vtete "dv= a 
(} (1+2) 
u 
unde 


/J we e.e "” dudv = II(ß—1) a0 ap 
O0 V re 


quod integrale ponendo %x loco « mutatur in 
2 sth, ex du 


II(ß—1) x” R (1-+-u)? 9 
quibus denique substitutis habemus 


u‘ at, emux du 
II(ß—1)x° f- GERT; 


— [I(a—1) I—1) 9ß1—a,x) + IK—a—1) Ha +21) 2’ Pa+3 14%), 


quae formula, mutando & in «—ß, in hane formam commodiorem redigitur 


ER N 
13. 119 Me Au) 
T(d—e—1) 

















_ Te 1) 








a / PR: =, 
Il(«—1) ar. &P—ar1, x)-+ "113-1) x Dia, u P+l,a) 


Quia aequationis hujus altera pars, quantitatibus « et 3 inter se permuta- 
tis, eadem manet, esse debet 
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14 pr uai,emu "du A 1 gmux du 
; Ile Far A-+u)? — mon) A (t-+u)® * 
Si ad formulam (13.) transformatio applicatur, quam aequatio (7.) con- 
tinet, est 





z g® er  L Amer 
15. nd, a = X 4,12; X) 

Ouum series X (a, %, x) ad classem serierum semiconvergentium per- 
tineat, necessarium videtur formulam (15.) demonstratione singulari mu- 
nire, e qua simul prodeat, per computationem numeri certi terminorum 
primorum hujus seriei valorem proximum integralis hujus inveniri., Quem 


ad finem Pag“ ru cognitam 














ang 812 ! [). + (d+k— 2). 
ee: a BEER, Dun ‘ (j u J . \f L 
Tr ( d TR (kl) 
Re 1 P(A-HI ).... (A--k—1) af (1— u)* er du 
—  (d+32)P ie a" J, TE zupre s 


UV .n X _ . ' 
ponendo s=—, multiplicando per v*”.e”’.dv tum integrando ab v—= U 


usque ad vo—=»x et dividendo par II(«—1) fit 


16. it a DT. 2 aa BE en 1- ea-. fe sr 28 gern: (BR 














u 


verle”, dv .ENPEH).: ie - 1, yatk-l, 6-V, Ju.du 
Ie— men 74 - Te—1) Ri 3.3. (kt)at uu\ Pott 7 
0 (1+: 23 


hoc 2 vd cum coelficiente suo errorem indicat, qui committi- 
tur ” integrale 











2 yel, ex, dv 


as er ag sive quod idem est u I a 
ET (142) ER: i ’ Ie—1)/ y (14+-v)? 
per seriei illius terminos primos, quorum numerus est k, computatur. Si 
k tam maguum est ut ß+% sit positivum illa quantitas, quam erroris no- 
mine designavimus, signum mutat simulac % transit in k% --1, sive, si seriei 








illius terminorum certus numerus computatur, haec summa aut major est 
aut minor quam integrale quaesitum, si vero terminus subsegnens seriei 
adjicitur, haec nova summa est minor quam integrale quaesitum, si illa 
major erat, et major est si illa minor erat. Itaque summae, quas series 
ılla praebet alternatim sunt nimis magnae et nimis parvae, atque elucet 


valorem proximum inveri, si computatio usque ad terminos minimos seriei 
semiconvergentis extendatur. Eadem res ex aequatione (16.) hoc modo 
demonstrari potest, Manifesto pro positivo ß-+% est: 








es 
#2 
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ri » d!— ut, yetri- "dvdu 7 
a a uy'-!. nemk-1 ee” 
[ f an ; < (l— ‚dr du 
x y% 17 


(1 +22 








de; 


et 





ı 5 .<er ide Tet-k—: 
/ Fi d-utet et dedu = N e 3 
ne | u u 
ergo error, qui per integrale Hlud n exprimitur, semper minor est quam 
BLBHN ... (BHE-D Mer) 


1.2 = 6 .k.H(&@ —1)x* , 
qui cum sit terminus primus ah: sequitur errorem semper minorem 





esse quam eum terminum seriei, usque ad quem summatio extendatur. 
Posito = 1—ı aequatio (15.) transit in hanc: 


nl 


A 


- I 2ı\a—1 —UuXxX 
ng € “ 
Az Ss (uw) du 


204 —2 —(£ / Y ICc— ) u 
Na) * -Pi—w,2— 2,8) + Ryan O(a,20,x), 


quibus al enge formulam (6.) Aber est 
BI ! £ ya—ı er 
ie JS (ur%) du 


# “X 2) a Te } er i sc®\ 
ne ee EEE. un ne a EURE: 
er Na —i " A 7 n =) + IC r.€ Ya C, 16) 


porvo si x mutatur in 4yx, a in a3; per EEE paucas habemus 


m 92 2atı .VvV t.x®. e-:} x Rn | , : WA) 
17. zn 2 F / (wu u? ir, ‚du 


\ 


— 
— 





57 d—3) « 


— Va td—a,2) + —a—1)e vllt oe), 


inde per comparationem cum formula (12.) sequitur 


nn x ' - Mr 277) 

f al oo ma Yarl Yıa.ıt.e rt“ PR da su 
| wu ee "du = — = rain (ut u).e 

Pr ll(e we 3 6 


ex hae formula, aut si mavis e formula (12.), posito & = 5, facile dedu- 





de, 


citar valor persimplex integralis 


A 


” - Vn 4/ 
18. f ern er, 
J 


() 


Iutegralia, quae modo iu enimus, spplicationes multas habent 11 analysı, 
ex. gr. in integranda aequatione Riccatiana, quae per substitutiones faci- 
les in formam aequationis (9.) mutari potest; ia lis autem non Immora- 
bor, sed de aliis etiam integralibus similibus quaestionem instituam, quo- 


rum primum accipio hoc 


n 


= 
“ 


19. gs = cos»!.cos(A ztange + v)do. 








12. Kummer, de interralibus quibusdam rHefinitis »t seriehus infinitis. 233 


Quantitatem 2 semper positivam accipio, quum ejus signum negativum in 
quantitatem 3 transferri peossit. Per differentiationem quantitatis 
cos ».sin(z@tange + Pr) 





est 
d(cose"""sin(zrtangv + Pr)) = — (a—1)cosv“".sinv. sin 3rtange+ße) di 
2c \ 
2 ii. ( .a—1 zZ tt 4 N .\ . 
r 6 Zi 2) RM cos (Zxtangt + po, dv, 
IV 
et integrando intra Imits v=db tv= — 


"E 
- 
20, 0d9= —( af cos v°” .sinv .sin 3 wtangv -+ 3v) dv 
«.J/o0 
"T 
x y p) 
+ cosv"—,.cos(Zrtange +ßr) dv 


ur 4 


2 af’ cos 2! cos (zetange +-Bv)de, 


porro est 


4‘ 


dz 7 i 
Bi N Ps a ie ut ur 
iz > / cos v" .sin®. sın(zxrtango +&v) do, 


d”z ? 
— on 1 a 1 > /I r 2 2 4 
eye / c08 0" .sınv..cos(zxtangv + Bv) dv, 


« 


itaque 


[ 


Im, er cos (x tangev -+-Bv) dv, 


quibus substitutis aequatio (30.) transit in hanc 











: z r 
21, 9= (zs+2B8)z7 +4 —1) Ze. 4x - 
\ . r 5 dx dx”? 
hace aequatio per substituionem s=e °Yv transformatur in hanc 
PR: 3— at s di d’} 
0: zu 2 Pr pn) en art 


. integrale completum est: 


= 1 (IH, 1-2) + Bao (HH 140,2), 


nr 








et wia z=e ‘.y, est 


nz 


2 

>. [ cosv'—.cos/z@tange + dv) dv 
3— ct1 y 

= PR 1 Amen ‚1—3,0) + Ba Q le 





2 








334 12. Kummer, de intezralibus quibusdam definitis et seriebus infinitis. 


Constantis A determinatio facile obtinetur ponendo z£=x si « est quan- 
titas positiva, alterius vero constantis determinatio artificia peculiaria pos- 
cit; utramque simul constantem obtinebimus hac methodo. Aequatio (22.) 


X 


multiplicetur per =/'e * dx et integretur intra imits = te r=x, 
quo facto est 


X 


‚op? ne 

23. / / cosu!.aiTe ° cos(!rtange +fre)de de 
,n , RT 1 
— A / u [2 E> ü 1-0.) dx 


“ 0 _ 


+B/ arte p(FFH 1 40,2)de 


0 








Omnium horum integralium valores per functiones notas exprimi possunt, 
est enim 


ubi F' designat notam seriem ber ng qua per PEN I 
expressa est 


» | | Ne) HB) NG —a—c—1) 
ed X ad 6) — - - Tr 
/ n e Da ',x) da 1 —a—1) Ill —c-—1 . 


porro est 





/, ae ?.cos(taxtanger+Pe)de = YIR—) cosr’. cos(A +P)r, 
eı7/ı 


unde illud integrale duplex transit in hoc 


7T 


Al Try R 2 w . 
I aA—1) cosrt!,cos A +P)r.de, 


0 


cujus valor per funetionem I] hoc modo exprimitur 
7.10 —1) Ha +ri—1) 


= N ee a. 
2 1 ee n (5 +2) 








quibus substitutis aequatio (23.) transit in hanc: 
nr. A—1) Ta +%—1) 


en (ee nf Ft .) 


ß FIRE | | 
HA—1)II—a) n(- an —.) I(a+3—1) Ile) Er Ba, 
+ B B— . 











—= 4 





1 (— tt) 10-3) 1 (5 un Ta 


haec aequatio facile redueitur ad banc formam commodiorem 
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a.cos(= ter3)a . A.T(—e) ee B.TI(e) sin’ 
zn (e == MAR. un, (u) 


2 
quae, quum pro quolibet. valore quantitatis A locum habere debeat, in has 


duas dilabitur 











_  A.sin[em) TI(— e) 
9ayl (=) N (> re ') ’ 











An 

















. @-+ß 
ee A .- ua) ng. B.IWe) 
9a II fe m —) nf 72) Be 


e quibus facile inveniuntur constantium A et B valores 














n en 
A= z.T(e—1) n_ 7.c0s|—, 
u. a—- B—1\ r fe+P—1\? = wur; 
1 )uT) | 


quibus denique constantium valoribus in aequatione (22.) substitutis, est 


24. Fi * cos v°-1, cos (zxtangr + Po) dr 


0 

















ri (@—1)e 2 Bis ce Zu 1—a,) 76.005 nun r. ee I-+e, =) 
Reh Fa I- 347 2° sn a7 I) ") : 
en) 


Hujus formulae casus speciales persimplices sunt: 


‘E 
: qn ur. e—* 


„ z Je > 
25. Ri; cosv!, cos (x tange—(a-+1)v) dv = I: 


z | 
26. cosv“—!. cos(xtangc + (a +1)r) dv = 0, 


0 
quorum alter obtinetur posito = — a —1, alter positoß=«-+1. Econ« 


junctis formulis (25.) et (26.) sequuntur etiam hae 
zn...” 


= ’ 


- 2 2 ) 
.p / cos v“!, cos(x tang®) cos(u+-1)r.dve = "2]l(e) 
«“ 0 





7t 
1.x0°%.€ 


7 ’ \ - x 
28. J cos v"—!, sin (x fang) sin (a +1)v.dv = ZUa) ' 





Formulae (25.) et (26.) cum formula ab Ill. Laplace inventa consentiunt, 


quam postea alii aliis modis demonstrarunf, efr. huj. diarii tom. XII. p. 231, 
31 


Crelle’s Journal d. M. Bd. XVit, Of 3. 
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ubi Cl. Ziouville per mothodum differentiationis ad indices qualescunque 


invenit 
T 20 eeV-1,de In.e-* 
— u |— . 
— (et+eV—1/" I (x) 


Persimplex aliud integrale praebet formula (24.) posite P = a —1 








‚2 nv F tr "Mae 
29. / cosv*",cos(z tange + {a —I)r) dv = 
« # 


% 
E.- 





Series duae, quae in altera parte aequationis (24.) insunt, posito =0, 


1 
fiunt (=, 1— u, x) et e(t*, 1-+c, x), eaeque per formulam (6.) 


ne 


in series generis \ translformari possunt. Jis transformationibus peractis, 
si mutatur & in 2a, x in 4x prodit formula 


9 > 
10. re 2 ost. con(? yzxtangv) dv 
—= II —1) Li—a,x) + I —a—1).x°. b(l+0, 8x), 


inde per comparationem cum formula (12.) est 








2TI(@e — 3) ? - r „2 
31. u f cosv”!,cos(?yY xtangr) dv = 2 zu Dt 


0 0) 
Simili modo demonstrari potest nexus duorum integralium, quae in aequa- 
tionibus (13.) et (24.) continentur; haec enim formula (24.), si ponitur 
RR 1 ır DE un 
«—? loco &, «+ß—1 loco ß et multiplicatur per — 1-8). 2. e?. x’, 
accipit formam 


"BR 


2 211 (- 








(2eose)——,cos(Zxtange + (a +B—1)r) dv 


Te — 2 —1 ”c 3— a —1 
— ne, ) ee x)-+ By ® x "o,a—ß+1, x); 


qua comparata cum formula (13.) 4.000) esse 


33 / ” „Pl, eur. du 
: vo (!-+ u)“ 
"48 5 


: ® 
=— El, (2cose)—",cos(gtangr + (ce +ß—I)r) dv, 


praeterea, si aequationis (32.) altera pars per formulam (7.) transforma- 
tur, est 











x 





u Zar. 





Fe Q@ cose)""",cos(Zatange + {a+-Nr)der =x(e,ß,r). 
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Generalius etiam integrale simili modo tractabimus 


Tt 


zZ . 
y- S. sin vo". coso’".cos(x tangv + yv) dv 


0 
eosque casus eligemus, quibus per series supra citatas exprimi possit. Quan« 


titatem x etiam in hoc integrali semper positivam accipimus, quum ejus 
signum negativum in quantitatem ‘Y transferre liceat. Differentiando for- 
mam sinv*. cosv". cos(r fange + Yyv), deinde integrando ab «= 0 usque 


, fit 


Y) 
‘d) 
- 


ad u 


-r 


3 
0= uf sin v°"'. cos vf*!.cos(x tangev + yr) dv 


0 


TE 
2 
En Bf sin v"*", cosv”', cos (x tangrv 4 yv) de 
0 
7 . R_N ” 
—ı/ sın v®. 008 0”. sin (x tango + Yyv) dv 


en 
. 
2 . . N u \ 
/ sın v® „cosv".. sin (etangv + yv) de, 


ex hac aequatione, si integralia per y eiusque differentialia exprimuntur, 
facile deducitur haec aequatio differentialis tertii ordinis: 
i d?y div 


35 0er +++ ZZ, 
nune si ponitur 
6. y= 4,+A4r+40° +40 4+.... 
facile inveniuntur aequationes conditionales, quae inter coclhcientes hujus 
seriei locum habere debunt, ut aequationi differentiali haeo series satisfaciat: 
«A, + Yy-1.4,—1:.2.2—P)A:, 
(.+1)A,+%Y:2-4,—2.3.(3—P)4;, 





et generaliter 
37. atNA+Yy KH NDAun— K+ND KHFYIKFT— PB Ar: 
Eodem modo si ponitur 
33. vyr= «vB, -+B c+B.+B.d+ ....) 
inveniuntur hae coclhcientium relationes 
y:B-B—BP+N-1.B,; 
+ PB, +YEß+NDB—@+NCHD:.2-B,, 
‚et generaliter 
39. (HB +MBi+YBHR+) Br (CH BHRHYK+N Bun, 


inde patet aequationis (39.) integrale completum esse 


31 * 
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40. y=4,+Ar+42.+..+0 (3, +Bce+B,8....), 
nam per aeguationes (37.) quantitatum A,, A,, A, etc. duae, et per ae- 
quationes (39.) quantitatum R,, B,, B, etc. una arbitrariae manent, ita 
ut hoc integrale tres constantes arbitrarias contineat. Itaque, si pro y 
integrale supra propositum restituitur, est 


"T 


y „ .  a—l ‚Sl } s _L ayas\ I» 
41. sin o0°"',cosv”.cus(xtangr -- Yo)dov 


«./ 0 
— A + Acc t+A0°+ ..+2B,+Dc+B.0-r....) 
E relationibus co@ffhiecientium facile eognoscitur, has series et hoc 
integrale generale transcendentes altiores esse quam eas de quibus hie 
asere constituimus; attamen casibus quibusdam specialibus cum illis con« 


gruunt, Primum, si aceipimus y=a-+ß, ex aequationibus (39.) sequitur 


De) 
0 eH+ß . 
ui Buas 1(1-+P) Bi; 
_ («+ P)(e+ +1) 
lg 1.2.(1+P)(2+P) Ds; 
B, — ++ IHN EHLHY g 
> 71.2 3A RHISHAN ° 

















etc, etc, 
Porro, si ß est positivum, posito 2=0, ex aequat. (41.) sequitur 
art 
n cos —-II(« —1) TI(#— 1) 
A, = / sin v1,cosor!, ( Z)v.dv = — 
= j sin cos cos(a + P)v.dv MERRZT r 


eodem modo si aequatio (41.) dilferentiatur secundum x ‘et postea poni- 
tur 20, fit 


e0s ——. TI(e) II(9—2) 


2 
a en / sin 0%, cos vo", sin (0, \vdv= — — 
' j (+ P) Ie+3-—1) 





inde ex aequationibus (37.) facile sequitur 


FR «(@-+-1) A, 
4 = T21-M@— PB) 


6 ae(ca+1)(ce +2) A, 
Ar — 








1.2.31—-P)R2—A)8—P) 

etc. etc. 

Hoc igitur cası, quo y=«-+ß, series duae, per quas integrale nostrum 
expressimus, ad hoc genus serierum pertinent, quod supra per ® designa- 
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vimus, et formula (41.) transit ia hanc: 


B 4 


7 
/ sin 9°”".c08 vt,cos(atangv + (u+-P)r)de 


/ 0 


008 I (@—1) (8 —1) 
u; IKe+-ß—1) Do, 1—ß, x)+B,x”d(a-+ß, i +2, 2): 
in deierminanda constante D, methodo eadem utemur ac supra in deter- 
minandis constantibus aequationis (22.). Multiplicando per =’"!.e*.dx et 


integrando intra limites O et fit 


Te 
2 2 
IA—1) F. sin »"t.cosoft”1.cos (a HB -+A)v dv 
9 





cos II(« —1) II(@—1) H(A—1) 
. R I(e«e +5 —1) IN, 8, 1—ß, 1) 


+ B,TI@+rR—1) FR+Pß,a+ß,1+ß,1), 


iisque seriebus hypergeometrieis cum integrali per functionem II expres- 








sis, est 
cos — TI —A)I(—1)TT(8-+2—1) 


I(e+8+7-1) 
e0s — II(A—1) II(a—1) (8-1) IK— PB) TU B— a2) 


2 








IL«+/%—1) I(— a — P)T— P—A) 


TI(8+2—1) IKB) II B—a—) 
Ken (=) 17 Tue 


post reductiones nonnullas quantitas A, quod debet, omnino evanescit, et 
prodit valor persimpex constantis B, 
an 
B = co ——-I1(—P—1), 


quo denique substituto habemus 


TE 
i“ 


42, \ * sin 01,080", cos (x tango + («+ P)v) 


c03 en TI(@ —1) II(#—1) 
B= H (e+—1) 








Dla, 1—ß, x) 
+ 2° 0 FT II—B—1) Pa+B, I+B, &). 


Formula similis ex hae deducitur mutando & in —1, Bin Bi et dil- 





ferentiando 
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z. auaie 
42, Fi sin o°"1,cosv”—". sin (x tange + (a +P)r) dr 


ar 


sin 7 T(«—1) I(#—1) 
he nn / Ben 
—_ oe r+3—T) Pi 1—P,r) 
+ "sing II B—1)Pa+B14+B, =) 


iisque formulis inter se comparatis, cognoseitur nexus duorum integralium 


7 








a st 


9 2 . FR a; . \ 
43. cos =r sin v"—!, cose”",sin(x tango + (u + P)v) dv 


U 
7 2 . © 
— sin — sin v!, cose—'.cos(z tange + («+ P)r) dr, 


- 0 


cuae formula etiam hoc modo exhiberi potest 


2? r 22 2_ s \ an 
44. Fi sin 0°", cosv”—". sin (x tangv + (a + PB) — r) dv =0. 


Notatu diguus est formulae (42.) casus specialis, quo «=0 


"r 


45 [ 2 cosve—!, sin (= tangv-L PV) 
v 


J s 
sin v 





dv= -— 
« (€ 


cujus casum specialiorem, valori x =0 respondentem el. Liowrille inve- 
nit hoc diario tom. AlLI. pag. 232. Praeterea e comparatis formulis (42.) 
et (13.) sine ulla diffieultate cognoscitur nexus hujus integralis cum illis 
quae supra tractavimus 


cos— I(@«—1) 


ef wuerde ux Au 
u (iu). 


Ü 


TI 
= / sin v', cosr"—.cos(xtange +(a+P)r) dv. 


/U) 





46. 





Alius casus, quo series formulae (41.) in series per cbaracterem ® 
desiguatas redeunt, est y=—a—f, hoc enim casu facile eodem modo 
ac supra invenitur formulam (41.) transire in hanc: 


’E 


p} r 
JS sin oa"! cosv’.cos(rtange — (u+P)r) de 


eos 7 l(« —1)T1(#—1) 
ze i a +/—1) vw 1—-,—2)+BePa+ß1+B—e), 


sed hoc casu constans B, alium valorem aceipit, quem invenimus multi- 
plicando per at",e”* dx et integrando intra limites =0 et z=w, iis 





integrationibus peractis hit: 
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Ef er ie 
= 0055- 5 I@a— 2) TIE—1) F(a-+P, 41—ß,—1) 
- B,I1a+ 20 —1) F(a+2B,0+ß, 1-+ß, —1), 


etiam hae series hypergeometricae, quarum elementum quartum est = —1, 
per functionem II exprimi possunt secundum formulam 


/ ’ 2 —ß# 
F(,ßa—ß+1,—1) = VL, 
(>) 


quam demonstravi in commentatione de serie hypergeometrica h. diar. 
tom. XV. pag. 135. Inde si integrale illud et series hypergeometrica per 
iunctionem Il exprimuntur, post faciles quasdam reductiones prodit: 


B, = 008 (+ P)rII—B-—1), 


eoque constantis valore substituta est: 


7T 


2 
. a—1l A f IN a0 
47. Fi sin 0°”. cosv". cos (xtangv — (u + 3)v) dv 
a Tt 


cos zu '«—1) TI? —1) 
=== Wen PD, 1— PB, — x) 


+ 2°cos( +) I—B—1) Pa+ß1+B, — 2). 


Formula similis ex hac facile deducitur mutando & in —1, Bin 3-+1 
et diflerentiando secundum variabilem x 














48. | "sind, cose-". sin (x tangv— (u + Pr) 
( 


sin Fa) IB-1) 
= N(«+3—1) Da, 1—ß, —x) 


—ı. sin (Z | P)rTI—B—1) Pa+B1+B, —ı). 


Hae formulae (47.) et (48.) duobus modis facile ita conjungi possunt, ut 
has formas simplieiores obtineant: 





17 
BE j } @& 
49, sin v°!, cos v?!, sin (x tangv— (a +ßd)v+ (5 _ P) 7) dv 


9 
alle —1) p (a, 1—/, — x) 





— TA Me+r N) 
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TI 


u 
50, / sin ©°"!.cosv”"!.sin (x tangv — (a +-P)e + =) de 
= 15Pu+R14B—2). 


in omnibus integralibus que hic tractata sunf, uti jam supra mo- 
nuimus, x semper esse debet «4uantitas positiva, si vero x acciperetur nc- 
gativum, omnes summae inventae falsae essent; in eo praecipue notatu 
disuum est integrale aequationis (50.), qued pro positivo x seriei illi 
aequale est, sed pro negativo x evanescit, cfr. aequat, (44.). 


d. Lignicii, mense aprili a. 1837, 
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13. 


Note sur une transformation «enerale de la formule 


fondamentale de la mecanique. 
(Par M. Pagani a Louvain.) 





Vietat dynamique d’un point materiel est d<fini par l’&quation symbolique 
d’x d’yn. a ER N 
I 0 + Ga dy + Ze le = zZ Pop 


que l’'on peut Ecrire simplement de cette maniere 
l. ic = =BP)p». 


dt? 

Dans cette &quation les lettres x, y, 5 designent les coordonndes rectan- 
gulaires du point materiel au bout du temps 7, en supposant l’origine et 
la direction de ces lignes, fixes dans l’espace. La lettre P denote une 
force accdleratrice qui agit sur le point matdriel dans le sens de la droite 
p men@e de ce point au centre de la force, La quantit@ P est positive 
ou negative selon que la force tend ü &loigner ou A rapprocher le point 
matcriel du centre d’action. Enfin les variations marqudes par la lettre ö 
se rapportent aux deplacements infiniment petits du point materiel, com« 
patibles avec les equations de condition qui peuvent exister entre les quan- 
titös x, y, z et {. Il est bon de remarquer que la caractdriste d ne peut 
jamais allecter la variabie qui exprime le temps. 

Pour un syst&me de mol£cules, au lieu de la formule (1.} on aura 

(2.) Sm(T 0x ++) = SmZPop, 

ou la lettre m designe la masse d’une mol@cule quelconque du systeme, 
et le signe S une somme qui doit s’etendre A toutes les moleeules. Le 
signe 3 indique dans les deux formules, une somme relative aux forces 
qui sollieitent chaque mol&cule m. En supprimant le signe S et en divi- 
sant les deux membres par », la formule (2.) devient la formule (1.). 

Les transformations que l’on fait subir ü la formule fondamentale (2.) 
pour en rendre les diverses applications plus faciles, d“pendent de la na- 
ture du problöme que l’on veut resoudre et des @quations de condition. 
Cependant on peut donner & la formule (2.) plusieurs formes gencrales et 
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indÖpendantes de la nature de chaque question. Ces formes dependent 
uniquement du systeme de coordonndes que l’on adopte, et pour les ob- 
tenir plus facilement il faut considerer separ&ment les deux membres de 
la formule fondamentale. 

OÖccupons nous d’abord du second membre dont les transformations 
sont toujours les plus faciles. On les obtiendra dans tous les cas en ima- 
ginant par le point 22 trois droites rectangulaires et respectivement paral- 
Iöles aux dlömens des nouvelles coordonndes de ce point. En designant 
du, dß, d’y, les variations des nouvelles coordonndes, et par A, B, C les 
sommes des projections algehriques des forces SP sur les droites paral- 
Iöles aux &lömens du, 0ß, öy; on aura 

SmSPöp = Sm(Ada+Böß+Ciy), 
ou simplement 
3. SmZPdp = Sm(Ada-+). 

Les forces A, —, seront positives ou negatives suivant qu’elles ten- 
dront a augmenter ou ü diminuer les variables cd, +. 

On connait la transformation du premier membre de la formule (2.) 
relative aux coordonndes polaires; c’est-a-dire qu’en supposant 

z=rsindcos/, ymrsiudsindy,;, z=rcost, 


nz 


on a 





Su(E dx +) —= Sn Z— ri __r sin? or ) or 
+ Sm (2 - Be — 7? sind cosd CU) 89 


di? 
+ Sn -i £ En LA 








Dans ce cas on aura 
SmzPop = Sm(Rör+ Tr o$+Yrsiodd)), 

ou + AR designe la resultante des forces qui sollicitent 2, projetde sur le 
rayon vecteur 7 et tendante ‘\ augmenter cette variable; + 7 la projection 
algebrique de la rdsultante sur la perpendiculaire au rayon r menee dans 
le plan des 7, z, et tendante ü augmenter la variable #; et +Y, la pro- 
jeetion algebrique de le möme force sur la perpendiculaire au plan des 
”, 3, et tendante ü augsmenter la variable Y. 


Mais il y a une transformation generale peu connue et qui merite 
pourtant de l’ötre, & cause de l’extröme simplicit@e de la forme sous laquelle 
on peut, ü son moyen, presenter la formule fondamentale, et r&soudre 
ensuite avec facilit@E plusieurs questions interessantes de la mecanique. 








. 
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Pour leffectuer, imaginons par le point m trois droites; la premicre 
dans le prolongement du rayon osculateur de la trajectoire de mn; la se- 
conde, tangente ü cette courbe, dans le sens du mouvement de la moll- 
cule zn; et la troisieme perpendiculaire au plan de ces deux droites. Nom- 
mons A, 8, N les projections algebriques de la rdsultante des forces qui 
sollieitent 22, sur les droites 0, 7, v, respectivement parallcles aux trois 
droites dont on vient de parler, on aura premicrement, conformÖment Ü 
la formule (3.), 

zPöp = Rödc+ Sdr + Nö. 
Mais il est aise de voir que l’on doit avoir dr—=ös, en d@signant par s la 
longueur variable de l’are deerit par la molecule. On aura done 
4. SmzZzPöop = Sm(Röc-). 


Pour transformer le premier membre de la formule fondamentale, 
on observera que 


er. ae 
Tu re 
Partant 
ei DB 
dit dt ds di. ds’ 
dou l’on a 


1.2 2 a‘ s/daen da 
200 += 1 (702 +)+ - — = (a23r+). 
ask il est Pe que l’on doit a en sencral 
oe =(erdcH+, 
la notation (x) servant aexprimer le connus de langle que fait Pl@ment 
dr avec l’el&ment dx. Par conscquent ie precedente donnera 


ERBE: t— rm 4 ds ds? de. 


— pdt 
En substituant cette valeur nn la formule (2.), on obtient cette 
transformee tres simple 


8 Is? Ö Be 
>. Sm (s—‘ - =. — Sa Pop. 


d*t «7° OÖ 





En combinant cette formule avec la formule (4.) et en posant 


ds a 
= ‚ona celle-ci 


di 
6. Sm| (IE — )s-( +R)) o—Nd»| — (0 


dt? 


ui peut servir a d@montrer toute la theorie des forces centrifuges. 
> u 
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En appliquant la formule (6.) au cas du mouvement d’un point 
materiel sur une courbe fixe, l’etat dynamique du point sera defini par 
l’equation symbolique 


Ge (=—S)3s — (SH R)de-+Nör. 


Le deplacement virtuel du point materiel donnant de = 0, dv=0, le mou- 
vement sera defini par l’equation 
8. ——S = 0. 


Pour connaitre ensuite la pression que doit eprouver la courbe, il 
faut introduire dans la formule (7.) une nouvelle force inconnue agissant 
dans le plan normal a la trajectoire, et egaler ensuite ü zero chaque cocf- 
ficient des variations ds, Öe, dv. En designant cette force par L, et la 
droite, suivant laquelle s’exerce son action, par A; les composantes de 
la pression dans le sens des lignes o et v, seront Z(Ao), L(tv). On aura 
done, outre l’&quation (8.) relative au mouvement du point mat£riel, les 
deux suivantes 


Z+R+LOQ= 0, N+LA)=0, 


qui doivent servir a la determination de Z et des connus (A), (Av), des 
angles que fait sa direction avec le prolongement du rayon osculateur og 





et avec la droite v. 
En combinant ces deux @quations pour &limines les cosinus on trouye 
2 ra ’ Rv? v* 
9. u a er 03° 
Exemple. CGalculer la pression de la courbe brachystochrone tracde 
sur une surface ceylindrique verticale. 
Le plan des x, y &tant suppose horizontal, et l’axe des 2, dirige 
dans le sens de la pesanteur 9, l’&quation differentielle de la brachysto- 


crone est comme l’on sait 


10. d= asY(1-), 


d’ou l’on deduit, en posant pour abreger 
dy = pda, dp = gds; 
S 9 d ‚ 2 
— 4 (1-+°) er = — . 


a 


It 








da? 
s? 


1. (d+m)S 
D’un autre cötd l’on doit avoir, dans ce cas, 
k= 9g(e2); N=y(2); 
et en substituant ces valeurs dans l’equation (9.) en observant que l’on a 
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D) b) dz” 
ge rer) = 1— FREL 


on trouvera 








2 = (1-5) + 9 +3 


QO 





Maintenant si l’on fait attention que 
d’z 
(0%) — u: ds?’ 
on aura, en vertu de l’Equation (10.), 
) 
(e2) = 3 





Partant 





DL = 292 (7 +). 


g° 
Sı l’on veut @eliminer de cette valeur de la pression le rayon oscu- 
lateur de la trajectoire, on observera que les &quations dtant diffErentices 


ei combinces ensemble donnent 
1 2.2 


d?a\? 6 q?z 
(=) 2) —— 4az ga: Tadam 
Mais on sait que 
Bil er 2 es; 
0  \ds? 7 ds? + de ° 
par consdquent, si l’on d@signe par Y le rayon osculateur de la projection 
horizontale de la surface cylindrique, et si lon a @gard ü P’&quation (10.) 




















on aura 
1 2° 


== ont 
0? Aaz !a?y? 
En substituant cette valeur dans la dernicre expression de L’, on 


L= 29 /lalı4 nl 


En faisant -—=0 on a le cas de la brachystochrone plane, et la 





trouvera enfin 





pression sur cette courbe qui est une cycloide verticale sera exprimee par 
la formule tres simple 
Lam 29 v&- 
Le maximum de Z correspondant au maximum de s= a, la plus 
grande pression dans le cas gendral, sera donnd par la formule 


L = 29 Y(1+%). 
Liege le 10. Juin 1835. 

















- 


oy 
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VER ÄON 


14. 








g® dy 
De transformatione expressionis 7 Terre "wet wre —. 
i or - ’ - 
in formam simplieiorem 7 Are eo adhıbita 
a+tady+a' 


substitutione © = 





IF 


(Ser, Dr. Rud. Aug. Luchterhandt, Mariaeiusulanus, Magister superior, 





ÜDuplex in universum problema propositum solvendi genus cogitari potest. 
oYy 
vIEFr-e)y-Pr—ntr— N] 
0x 
MYV|A— x’) 1—x?x°)] 
At quantitas y irrationaliter per variabilem x exprimitur, unde fit, ut ex- 


Alterum eo constat, ut expressio 








tuendo valorem ipsius Y in formam transformetur. 


pressio, facta substitutione sub radicali d@nominatoris oriunda, irrationales 
argumenti x contineat funetiones. Quae quidem res impedimento est, quo- 
minus a priori apta ad problematis solutionem methodus inveniatur. Quam 
ob eausam ad alterum problema tractandı genus confugere praestat. Quod 


Ö IX De 
ı 'ONSIS EN )rEessıo JS H x ) 
eo consistit, ut eXj DEZTCEOTESIEHTE sabstituto valore ipsius 





x, eonstantibusque a, a’, a‘, b’, b'‘ rite determinatis formam 
C Y . . - 
2. ; — -—— — induat. Sub oculos cadit, hanc viam esse 
vIr—-e)(r —- A) lr vr —N] 
priore multo planiorem, quippe quia difheultati illi, quae ex irrationali sub- 
stitutione ortum ducet, hie nihil est loc. Quam ingrediamur. 
Methodi, quibus utemur, eaedem sunt atque in Fundamentis noris 
Ih. fi ellipt a Cl. Jacob: adhibitae, ubi problema propositum indieatum in- 
venis pag. 17. 


x o er, U 


MV|A1- 2°) 1— z°x2)]? posito = — = 


abit in sequentem 





Expressio 


VYoU—-UoV 





MVIF-UV)VLU)V--zU)V+xU)])? 
in qua functio, «uae sub radicali continetur, ad octavum usque ordinem 
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adsurgit, unusquisque enim quatuor factorrum F—U, VH-T, Vu, 
V-++uU secundi est ordinis. Quodsi igitur duo e quatuor factoribus modo 
dietis fierent quadratici, functio, quae sub radicale remaneret, quarti toret 
ordinis. Quod ut eveniat, duae requiruntur aequationes eonditionales inter 
constantes indeterminatas, ita ut tres earum arbitrariae sunt, quae iuxta 
cum multiplicatore M et modulum # eo adhiberi possunt, ut functioni sub 
radicali forma (y— 6) og = (y—0) concilietur. 

Posito, faectores V—r,Ü, V-+-xU dieri quadraticos, reputatisıme re- 
lationibus, 


(V-rUD)eU— UVoV—ıU) = VoU—UVor 
V+2U)EU— UV +uU) = VAU—UoV 


liquet, unamquamque functionem, quae unum ex factoribus F—xl, 


r >» j o VOoU-—-UOV . , 
V+zU bis metiatur, et expressionem - metiri. Est vero 


Coy 
V Ö U—EU oV 


quantitas Ben secundi ordinis, ejusdemque est radix secunda e 








duobus factoribus quadraticis: Iideouue secundum pronprietatem. modo con- 
’ H i ‘ 


memoratam, quatiens 
’oU—-UOTV 
eo V IF-U)V+xU)] 
aequalis fit quantitati cuidam constanti, 





Ouia unusquisque factorum V—- U, V+-T, V—rT, V+uTU est 
functio secundi ordinis ipsius elementi y„, duo postrema adeo quadrata, 
ponere licet: 














1) V- U=Ay—u(y—ß), 

2) + U= Bin), 

3) VA U=Üy+m), 

4) VL, U = a2 +2)’, 
designantibus A, B, €, D constantes, quarum una pro lubito assumi potest. 

Posito et y=u et yzß erit ex aequat. 1), F=TÜ; ideogıe se- 
cundum aegq. 2) et 3) obtinetur: 
1—ı __ ‚(atm) 1—ı__ C{; 1 R 
2 Be» y)(@e— 0)? 2 7 B($ß—y;(?- 6, 


unde 





er 
tm —- vYl3—y)(B 9)’ 


ergo, prout superius an inferius sumseris siguum, ertf: 
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vlt VON 


PVYTe@—y)(e—0)] —aYV [(f—yr)(P—6)] 
LEN PR—I]— VYlle—y)(a—ö)]? 
PVYTe—yr)(«—Ö)] eV I(A—7)(P—9)] 
vIB—N)(B-O)+ Vle—r)(e—ö)]* 
Si in locum aequationis 3) adhibemus 4), videmus iisdem quantita- 
tibus determinari n atque m; at.m et n aequales esse nequeunt; habere- 


dhmuil.. — C id . t * ji a l 
tur enim Zw =; Ideoque ıpsa x constantı aequalıs; ergo alter va- 





| 


n = m, 





lorum m,, m; jahr nr, alter quantitati = aequiparandus est. 
Si posuisses y=Y, y==Ö, aequationesque 1), 3) et 4) adhibuisses 
ad valores ipsarum m et n eruendos, tum obtinuisses: 
yV fe —ö)(P—Ö5)] HIV («a —y)(®— y)] 


m = — Yle=y)enl+ Vle=s) (PN 
ÖV|K (e—-Y\(P—-N)—r YI(® — ö) (?— Ö)] 
VLe—ö) (@—0)]— Ve) P—y)l" 


Ouos valores cum supra inventis identicos esse, facile patet; si ex deno- 














m, == 








minatoribus radicalia tollis, ex utrisque valoribus obtines: 
m) __ —(eP-y)tYV [e—r)(ea— 6)(P— y) (P— 9)] 
m; . a+B—r— r 
Est igitur, substitutis ipsarum »n et n valorıbus, n=m,, m=m;:; 
) V- U= Aly—u(y—P), 
2) V-U=B(Yr—YiYr—0), 
. - „ı — r[I.._ ?Yle<nN fe] +eV IE -NR-— NN 
ee; VIE=HBSÄF Vle=r)e=B)] 
a öV |( a—j er: 'Y [(@ — ö) (#? — 0)]]° 
ah: > * ui es) (P-)) — Ver) dry)’ 
h . Mi (® 7 @—öd)] —evV I? — 4 
2) Val = D|y+ os = Vlezne=n 
si a vi a1 B- 1 +IVI@NB—HT 2 
vike—0)(#—6)]+ Vle—y) BEN f 
Posito y=«u, quo casu V=TÜ, obtinetur ex aegqq. 3) et er 
1-2 _ CIVAB-N(B—0)) — V ((e—y)(a—6))]* 
1+2 DV WE-NR—IFYUe—7)e—ö)]* 
Facto porro Yy=Y, quo casu V=—-TU, ex iisdem aegq. 3) et 4) sequitur: 
2. 1-+x m -. Infezi R-N) HVYKe-IB-T 
1—ı V lie—y)(e—ö,]—V [ie — 0)? — 0)] 
En (a.) et 6): in se ductis, fit 
_ IV la—; I (@—8),(3—8))])® [V ((P—r) (3-Ö))+V ((e—y)(a—0))]?, 








” 

















n 


























dl. 

















VE) — Ve 8-09)) IV E-NE-NTY ke-rit (@_5))])° 








öy 
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unde, cum e constantibus ©, D altera ex arbitrio accipi possit, statuere licet: 

C = [y («-Y) (L-Y)) — v (a9) (L-IH)V (BY (B-9)) + v(@-Y) (a-0))], 

D= [ya Ye-Y)+ va) LAIEN LAN)— v (a) (a-0))]. 
Divisa autem aequatione (a.) per aequationem (2.), nanciscimur 

(i Em 27 _ Ve 7) PA N)—V ((«—8) (8 —y))]? 
142) 7 WE-N)P-HLYLW- IB y)T ? 
unde sequitur .üs Vie -8(—,)] 
TIL SNRB- N 


W—YLR—I) = aA) +a@—-YR— N); 
e valore ipsius » invento sequitur etiam: 
an _ Ye =MWr—9) 
va) = Van) 

Ad valores constantium A et B determinandos ponaftur 

il re ev E-NB-NFEV Te Na] 

i ve-NP—Nt Vlie—n(e—0)]’ 
quo casu VY=xuÜU; quo facto ex aequationibus 1) et 4) erit 
a —- AV (G- NP) —Vlle—-Nle—3)] ___..._\_ 
22 4V (la) HAN) RI) KEe-NE-N)FV ke HE— 0)! 


unde | 
A= — 2) ya -YyRB9). 
Simili modo ex aequationibus 3), 2) et 4) obtinetur 


B= — ap) (a) RB). 











Cum sit 











Ope aequationis 
(V-rU)8W+HU)—(P+RAU)E(V—aU) = 2uVoU—UEV, 











fit 
ol 3 oFV en £ C.D.(m—n) (m +y)(n ty), 
ergo 
dx MR C.D (m—n)(m-Fy) (nr) 0y | 
MYIA—ar)i—rta?)]) »«MVLA.B.C.Diy—a) y-P)y Hr) v9) (mtr) (n+r®)! 
. (m—n)öy hei, 





«M v(&3 (y-a)(y—Pf) F-90r-)) 


Est vero, omunibus factis reductionibus, 
m—n = 2Y [(@«—y) (2 —Ö) (#—}) (?—)] 
rt+°—-(a+P) i 


A. VI(e —y)(#—8)] 
(5) Fre ns Een ’ 





est porro 





Crelie's Joaraal d. M. Bd. XYIL Hit. 3. 33 
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m R 


\,rN 
— f\/ Sm 
m 





— 


„/t3:P\- 
.D/ 


= Ye N: 


est dentime 


NE: 
Quibus omnibus collectis, sequitur, fieri 


0X 


dy 





VL) -N] 


ergo M= Ya —YLP— N). 


ey 














MY(i—zr)i—e2) 
posito 
t—x _(7-d)(y—e) (y--P) ’ YV(l(a—ö\(d— 
1: (e-P)y Nr — 0)? ar Ve 


E formulis antecedentibus derivantur 
mter se permutatis. 


ie 


>ß tum singulis 


>> v>oö sit, 
ER 


oY 


Si quantitates «, ß,Y; ö sunt reales, atque ita comparatae, 
casibus, quibus elementum y inter limites 


sn quas tabula I., quae sequitur, exhibet; 
quod in ,„,Fundamentis novis theoriae functionum_ ellipticarum” 
indicatum est, facile formulae, quae transformandae expressioni 





V(r-e)(y— Gr - GN)? 


7)) 


j, Merken). 


aliae, quantitatibus «, ß, Y, d 


ut 


I; yet; yet d; P et & continetur, respondent substitu- 


e quibus, eodem remedio, 


pag. 11 





vis 








Fire) — P)ly 
Inserviunt, derivari possunt, quaeque in Tabula Il. proponuntur. 


un 2} 



































Tabula T. 
4 FRE oYV ex j 
dA 7096-90-10” WIZJa-e2 
_—_ V [le — 8), (#—y # M —_. 7 auNr/N 
—Ylia @-—7) 8-5] ’ M= Aa: NN]. 
zu m 1i— x (e— S)(r- er— 9) 
A 9 BE. 1: WE = 
j. Limites « rn % 6% a 
u A 1— x __(Y—Öö)(e—y)(?—y) 
1I. Limites ” eve, ee 3 so oe. Fu B Geier . y - - urn 67 
' “5 IF MINI) 
BR ey FEREEREME 0x . 
II VW -)HrP)y-NDy—d) MVU— x’)? x*)]’ 
_ VIe— M)(r—9l, M— | R 
‚leo, Meyla-NB-N. 
4 „ Jex__(e—I(d—y)(r—y) 
L. Limltes 6... cı0% u ee pe: oe 
Ä a 1— x __(P—r)(r—I)(@—y) 
il. Limites e #48 0 > ö Nur 
p 2 TKke—I)y—r)(Y-— ö) 


i+x 











du oY 
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Tabula II. 








A oY er dx ) 
 YHLI- Ir —B)r N) T MVYU— x?) dx ar} 
„.. YR-7), un 
= 7a) M=y(a—y). 
1—x __(«a—P)(y—y) 
i+xz (y—e)(y—P)” 
1—-x__(a—y»)(P—r) 


I. Limites Ye... ß5 142 9(a—P)(y-7)° 





I. Limites &....+ 9%; 





oy Zi 0x 
VI-(v-e)(y—-P)y—n]  MYLU—x’)(1—x’x*)}' 
y- vn; M=y(a—). 
i-x _(#-NY-y) 
142 (f—-r)\e—y)” 
ix __(P—y)(e—y) 
IF Ver 


B. 














I. Limites — x ....1%; 


I. Limites ß .......03 





“ 


Modulum » unitate minorem esse, in substitutionibus Tab. I. 3. et 
V[l«e—6), (#—y)] 
vla—y)(#—-0ö)l 
unitate minorem esse ex forma, qua exhiberi potest, sequenti 
vie—s)\(A—y) _ vVIe—ö)(#?—,) 
vie—-y)(d—9) 7 Vle—)A—Y)ra@—P)y—o)! 





Tab. I. A., B. jam ipso intuitu liquet; valorem quoque 








elucet. 
In formulis propositis, transeunte y ab altero limite ad alterum » 
ab — lad +1 transit. — 


Formulae, quae in Tabula I. A. exhibitae sunt, tum quoque sub- 
stitutionem realem suggerunt, quum omnes «wantitates &, ß, Y, Üd sunt 
imaginariae. 

Ponatur nimirum, designantibus r, g quantitates positivas, 
a=m+ny—; B=em—ny—b yaery+4Y—l; ö=p—uV—l; 
designantibus 2, 2, p et 9 quantitates reales; quo facto expressio propo- 
sita haecce erit j | 

COY 





Io WR GO -WFNT 
Substitutionis formulam, hunc ad casum spectantem, sine ullo negotio ex 
formula paulo aute laudata (Tab. I. A.) derivabis substituendo ipsarumı 
3’ 








ey 
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- f . 1 . E 
quantitatum &, ß, y, Ö valores niufandoque % iu = atque x in 2x5 qui- 


. . .-—. I . 
bus peractis erit, ubi simul loco = ponis M; 
ZB 1; an 0x 
v—mite Kr —-pP’+gY))]) HMVY[t-a*)(1—x:22)]’ 
VIm—p)’r(n— N], 

"= mpeg Heva-ptatn]: 
i—2xz _ aly—pm’+g°] 
1422 ql(y—m)’+n?]‘ 

Inquiramus, quosnam valores & induat, dum argumentum y inde 
ab altero limite — » ad alterum + © transit. Valor ipsius x, hisce limi- 
tibus respondens, unus idemque est et quidem aequalis quantitati 


g—n _ 4-)VYIm—- pP’ Hart’ _ VI(g—n)?: (m—p)? +(q°—n?)?] 


(+2) (tmYIm—p HR gN  Vlig+R)? m—p)?+(g—n?)?)? 
quae, ut e posteriore forma adparet, unitate absolute minor est, 














dl. 











Transeunte y ab — oo usque ad valorem 
u Pr —lm? nt) V Km—p®’ ta — N’ (m— part?) 

’ 2(p—m) 

variabilis x a valore -——- ad maximum valorem -+1 adsurgit; ex quo 
*“(q-rn) ö 

ad minimum decrescit, eumque attingit, facto 

u Promi) HV Km HR) Km pa Hn)] 

’ 2(p—m) 








eX quo minimo valore, cerescente y ad -+-w, ad valorem sehen re= 
dit. Ex antecedentibus igitur apparet, cum transeunfte ya —x ad +» 
ipsam x intervallum inter —1 et 4-1 positum bis permeare videamus, esse 








+o re) 88 Ti or 
— VLo—m’-+r))(r—p’ta)]” Y-ı MVL— x?) (i—x’x?)] 





uf" BB. SEN 
Jo Ylamn— P’+RtD*) cos: pP+tngsio® p] 
Quibus absolutis, facile erit ostensu, unde pendeat prosper succes» 
sus prioris, quod supra commemoravimus, substitutionis irrationalis. 


. : _ atayta'y? 
Resoluta enım aequatione z= I+byory obtinetur 


P+VR 











ya 1) 
designantibus P et O0 functiones rationales ipsius x lineares, Z autem 











oy 


DD 
gar 
gu 
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functionem secundi ordinis. Quo substituto valore expressio 


we 
U) . ° 
— induit formam 


VIy-e)(y —- PA) — N) En 
oR 00 


(od&_r22)var(so22—n! SI EZ: 
u VIRBEVR-« OFEVK- OFT. Eng meer) 
ex qua propter irrationales, ibi comprehensas functiones, a priori haud 
liquet, quamnanı viam, ad solutionem problematis idoneam, ingredi de- 


beamus. Adhibita autem una ex formulis substitutionis, quas supra de- 
dimus, e. g. illa, quae limitibus B et Yy respondet, statim ad liquidum per- 




















ducitur res. 
Valor variabilis y, ex formula commemorata fluens, hbic est 


a[ay—PI)— (ad — By) EV Ta—P) (y—ö) ((a—y) (#— 9) — (a—6) (dA—y) x?) 

















PuM a —B+7—N)—@—P)tr—0 
_ P+YVR 
= u, 
cujus ope nanciscimur aequationes, quae sequuntur, memorabiles: 
öp 30) (i OR 0) 
B. (0-—PZ)vR+({05;—RZ 


= + («—PXY—I) [ra B—y+Ka—I— De Naeh) 
Fa@+r—y—NvVRl, 
. e. (v-o)(y—PB) 
= [x P-Ya-Pp—y+I) +2(a PK a-YY-MHa-NI-P)) 
+ @-VR—IKa—B+Y—I) = N )VR) 
_ dx) f{m9P 80 OR 
ar“ 30: (05 —P 3) vEt (i 07; —-R; =)]» 
. D. (y—-Y(yr—0) 
[a KL-VAa-LP-Y+I) (ya Va-NHL-YR-9) 








l 





K aa OKa—B--y—d) FI+Hr)at+B—y—ö)yYR] 
= rn [OE-PE)vrReho FE —R)], 


sive ponendo loco y valorem ei l. 


E. (P+yR—-ua0)(P+yR—?ßPO) 
lo —-ri)vrz(o®—RF)], 





— 
-_——_— 


_ (I 
2 Be 
v 
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rtv) IN) 
P+yR—yO)(P+vVR-00) 

— z{it2) (998 _p20 Nr” 
= 4 NO Pr) VREGOZE—R)]; 
ita ut quatuor ultimi factores denominateris in expressione (A.) ia duplex 
productum discerpi possunt, quorum utrumque aequat functionem, cujus 
alter factor est functio linearis ipsius variabilis quantitatis x, alter vero 
aequalis est numeratori expressionis (A.). Substitutis expressionibus (F.) 
in (A.), transformatio provenit, 


oYy b dx 


VIH-IG-B)H NT — VA-EN)VTLe-P-) (Fe)? 
quae cum supra proposita convenit. 








Regiomonti m. Oct. a, 1835. 
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15. 


Theoriae lo garıthmi integ -o'ıs lineamenta nova, 


(Auct, Car. Ant. Bretschneider, matlı. in Gymn, ill, Gothauo praec. secundo.) 





Aa difficiliora caleuli integralis problemata theoria est referenda funotio- 
nis illius, quae logarithmus integralis dieitur, in qua accuratius exstruenda 
jam. plures analystae versati sunt. Imprimis huc referas nomina virorum 
cell. Mascheroni, Soldner, Bessel, Buzengeiger’“), quorum diligentia atque 
sedulitas jam difficultates quasdam, easque non minimas, ab illa functione 
oblatas superavere. Tamen accuratior hujus rei disquisitio nullo modo 
superabundans censenda fuerit; nam non modo determinatio quantitatis 
econstantis simplicior et rectior est constituenda, quam apud Soldnerum 
est **), sed formulae etiam gravissimae in hac theoria repertae vinculo 
et nexu, quo nunc omnino carent, angustiori inter se sunt jungendae. 
Huc accedit, quod si valorem functionis pro magnis valoribus variabilis 
x evolvere volueris, series adhuc inventae, adhibitis ipsis illis viri el. Des- 
sel, non satis convergere videntur. Quare hanc rem denuo tractabo atque 
ea, quae resultarunt, cum aliqua gauvdeant utilitate, his quae sequuntur 


paragraphis proponam, 
$. 1, 


I . . q da ° e | © A . . i 





aequationes fundamentales: 


TE ' (l!ac)? „ (dx)° ur 
1. lc = c+l(+la)4 +5 arts te . 


2. i(l+r) = c+let ne —} est... 








*) Mascheroni in s. adnotation. ad caleulum inter. Euleri. — Soldner ın tbeorie et 


tables d'une nouvelle fonetion trauscendante; A Munie, 1809. —  Bessel ia Königsberger Ar- 
chiv für Mathem. uud Naturwiss. ann. 1811, fasc. 1. Buzenzeirer iu de Zach, Mouati, 
Corr. Vol. XXVl. pag- 285. — Disquisitiones a cl. Mas ascheroui iostitutas Don cognovi ulsi ex 


illis, quae cl, Bessel in disputatione sua eitavit. Operis ipsius copia mili nou erat; investi- 
gatio autem constantis hibri caput esse dicitur. 


**) Conf. Hallische Litteraturzeitung. 1811. No. 104. 
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Si 2>1, in aequatione (1.) signo superiori, si z<{1, inferiori 
wie, Quantitas c est constans integrationis utrique seriei communis; 


'—=1.2.3.4....(n—1)n; denique coöfficientes seriei (2,) sunt: 

- — i == 0,9 
= 75 = 0,041666 666666 666666 666666 666666 666666 6... 
A, = „5 = 0,013888 585885 858888 588888 888888 888888 5 x... 
14, = sis = 0,006597 222222 222222 222222 222222 JIIQI2 2... 
A, = vo = 0,00375 
IN, = zer, = 0,002378 196649 029982 363315 696649 029982 3 .... 
1%, = vg = 0,001623 913454 270597 127739 984882 842025 6 .... 
INA, =. re or. 

— 0,001169 567074 514991 181657 848324 5149911. 

A, = sFrı or 


— 0,000376 950445 816186 356927 297668 038408 7 . .. 


ı Sy Be 3250433 _ 


4798916000 


— 0,000678 584995 463470 685692 907915 130137 3 .. 


En 
a 
— 

- 


aA = serrrs 
— 0,000538 550582 939787 485242 030696 5761511. 
5 An = s75 3 s: ra 32800 Ö 
— 0,000436 391104 829190 422223 931924 108290 9... 
ı SE 24466570093 
2 As; -- 657 9959606 71300580 


— 0,000359 807569 772481 885831 499181 1125307 «... 


132282940127 


1 Au = a70378 5387048000 
— 0,000301 068017 071819 489777 413687 718550 4. 
etc. etc. 
Ad investigandam constantem, posito li O =0, fiat in aequatione (2.), ad- 
hibitis signis inferioribus, z = 1, quo prodit valor 


a e—= NH +3 +3; +3 +3; + :::- 


ex quo videre licet, € inter valores 0,5 et 0,6 contineri. Porro cum sit 


1 
u © 
| 1 { 
1 1 i 
Bi BEE... 200 VON ande 
Ah gngghtggt 
1 1 1 f 
dm gg ggg 
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additis quae in linea verticali sese excipiunt membris, series efhcitur: 
ee 1 1 1 1 1 
4, A Alatzztrat) Mleatsatrst) 
1 1 1 
N (4t35tr77+:.)— ee. 


quae citius convergit quam (3.) et, deficiente alia via, ad determinationem 

constantis c adhiberi possit. Quamquam non sufficit, ut valorem solum 

numericum constantis enuclees, sed necesse est, ut veram cognoscas hujus 

quantitatis indolem, quem finem modo in sequentibus proposito assequamur, 
Constat enim esse 














a 1 
I. = (— fl In PM) ,, 
(—1jr+! Fo PS: P5; Sn, Ip: 
ur: En p+2 +, p+4 nr ) 


(denotante ?%, co@lficientem tum evolutionis facultatis A; +x)P, si p est 
numerus integer positivus). Quos valores si substituas in (2.), solutis pa- 
renthesibus et membris illis, quae eadem utuntur differentia p—n indi- 
cum co&fhicientis ?'5,, contractis, haec prodit aequatio: 















. ET TOERER TR ‘ Fr x 3%, 03 _AaR, me 
i(it2) = c+lrr3(- 2.r5 5) + 3 art +71 IRaR 
Ten ee 5 
Heoartsententsnte) 


+ etc, 
Ad summandas series in parenthesibus inclusas habes, denotante “DB, coül« 
ficientem binomialem zıtum exponentis q, 














Mr Iw (3 2 __2%, z2 
? 250 er. I 2° 
+0 (2.85 wi ) 
+ etc. 


Pars autem hujus aequationis ad sinistram seripta est aequalis quantitati 


SFr = SE |aUED+ ZUEDT + AED +); 





Wr 


quo eftıcitur 











Ko ae" __ EBr „rt ne ort? __ 
/ un 2 
6. (+9 (= trat: TRt2 or: Fer.) 
LAtz)] dx 
a "1 ae a 
ideoque 


Crelle's Journal d. M. Da. XVIT. Hit. 3. 34 











260 15. Bretschneider, theoriae logarithmi integralis lineamenta nova. 


Pre r. A+r\T! 9: 29 
1 Wehen) =e+ [ET dr 4 POGEN An FRgei An. 


Jam vero a cl. Eulero est t demontratum, esse 


MI-eIP dr 4, 7, 
8. (—1) Y/ we... ni Her MRS a ET +2 arte 


= 0,4 = Ze ++ zur tant-- 


























Adhibitis igitur in aequatione (7.) signis inferjoribus et posito «1, invenitur 
I. c= in 3, +3, tn; + —...., 
qui est valor quantitatis illius constantis, quam vir cl. Äramp in summa- 
tione seriei harmonicae investigavit et in numeros sequents y=c= 
0,577215 664901 532560 615112 090052 3... computarit. 
$. 2. 

Constante ita determinata nunc ad ipsam logarithmorum integralium 
computationem progredi licet, quae ex serie (1.) pro quovis valore varia- 
bilis x, ex serie (2.) autem solummodo pro z<{1 proficit. Ubi autem x 
vel in aequatione (1.) aliquanto accrescit vel in (2.) prope ad limitem ten- 
dit, utraque series vix convergit et laborem computationis tam immensum 
reddit, ut necessario ad alia subsidia aliasque methodos sit confugiendum. 
Primum quod occurrit subsidium est illud, ut vel in formulas plane novas 
inquiras vel jamjam repertas tali modo transformes, ut multo citius con- 
vergant. Expressionem omnino novam ex integratione pro parte instituta 
accipis, quae iterata vice perfecta ad REHAU: wert 


10. Kat ls 4 Ana +. |+R 
P u | Er tn ‚ ’ 


Hal *rst oo + gap 

Seriem autem hanc divergentem tum demum pro vero valore functionis 
0x . 

lix habeas, cum evolutum residuum A=n. JE „fi, POSto N=&, plane 


evanescere intellexeris. Qua quidem enchiiuns facta, aequatio illa viri 











cl. Mascheroni prodit: 
u. - ur 
hl m 
ra een 
(n—1)(r—2) (n—1)(n--2)....432 , (n—1)....4.3.2.1 
+ Tx : ur Sie)? _” 4 (n— 1) 1a)””? y = 


+Y— (14: te +) 
(1)? + (12)? u 


























rHE&t2)t; (n =; + 2 (a+1)(a+2)” (al) +2) (Rt 3) 
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quae pro magnis quoque valoribus variabilis x satis convergit, at ipsum 


computationis laborem minime imminuit. 
Posito nunce 2=x, tota aequatio, cum sit 


= 14443444... +2 1x, 


reducitur ad 
gti 


ben: alt %= Htatat- in inf. | 
+12 +32) +32) +... +11) —- 1x. 


la Ix 








lı c*! 


Serierum harum inferior evolutionem praehet expressionis + (1 7%) == 
lex) Ur=l(Fx)—I!lr, quae in antecedente substituta, «uia 


(—1l)=rzy—l invenitur, pro signorum diversitate aequationes efhcit, 


quae sequunfur: 








EM If, 2,2 3: 4: 
12. euere ta tl, 
3 ke —lı De ] 
ER Hs te tat ade ve de 


Quod novum affert documentum rei in analysi satis Jam compertae, 
seriei quamvis divergentis summam reperiri posse finilam atque realem, 
si singulorum lerminorum opposila sese excipiant signa; sin vero termini 
seriei divergentis üusdem omnino signis ulantur, seriem aut infinitam ha- 
bere summam aut imaginariae quantitalis praebere symbolum. (uae se- 
ries, satis quidem memorabiles, cum ad computationem logarithmi integra- 
lis omnino nihil faciant, necesse est alias investigemus. 

Novam hic commemoremus seriem a viro cl. Bessel ex aequatione 

= = [eV -VHH@—W’—+....] "0% 
ni or 
derivatam, puta 


14. die = Is@—N] ta + tar... 


+ 2 +EU-OLMD-AMANL..,], 


n—i 








in qua A, , %; etc. sunt co@fficientes seriei (2.), et quantitates A, A” ete. 
primos FEN terminos serierum differentiarum, quae ex singulis termi- 


I 2 $ 


n 


. acn x” 
1+— 14— 147 


n 


etc. successive descendunt. Valor quantitatis 





34 * 
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arbitrariae n ıta est determinandus, ut sit "<<? 2, qua una tantum condi- 
tione series eonvergit. Si modicus variabilis x datur valor, computatio 
functionis li x satis commode effhicitur; at magni argumenti x valores com- 


putum tam operosum reddunt, ut calculatoris quamvis indelessi sedulita- 
tem reprimant. 


Alias etiam nanciscimur formulas discerptis ratione modo dicenda 
coöffieientibus A, A, etc. Constat nimirum, coöflieientes ex evolutione 


. . 1 . “ . . 
quantıtatıs Iitz) progredientes ıta quoque repraesentarı posse, uf sit: 








U, =}; 

7 If — Br. So 

> 5, 9, DYE 9 

; Pr "dr 

ap 3 30 9 

ı A Fr P,+? 8: —_Pı+5s 

een 2.4! -.u., 

9 FR Pr:-"dz za Pi-® . Fr 

ii 5 u "= San 

IN. BR Pr: "Ba __ Pr-° SER PT. 

dur 8,81. 8,09 

N, En u N Sr I Be 

de > 4, 
etc. , 


ubi ß,> > ß; ete. numeros designant Bernouillianos. Quibus valoribus in 
serie (2.) substitutis nova prodit aequatio: 


2 2 


w ß, 1 . 3% 
15, hizE) = yıle+3e—Z (7 FT +2 We) 


9, DI ! i 


+2 (Ze za 


— efc., 


eb 


7 
5° 


au 
dr. "2 6 — 
5! 77 - or B 





R 


in qua ut serierum ad dextram scriptarum summas faciamus est necesse, 
Quem ad finem eommemoremus formulam illam notamı 


Ban, r \n-+- 
z’trı(+1) nt 


at” 
PR (+ 4y+ ed nr n n(® n—1 —nee 2yqn \ 
er Ct en ET), 


ex qua, posito nn successive —=1, 2, 3, etc. ef additis qui inde proveniunt 
terminis, aequatio prodit: 
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— x 


asy% ’ ö 
16. Sex 2°+5 + T fr. u: Fi.) 


+a (Der £ 2:2 +3: x? Fr 
+ etc., 


cujus pars ad sinistram seripta formam quoque induit sequentem: 
AtxyH—_1F(at1)® 
a+1 


PRRUSSIERFERNILERTO (a1) ta > 


vel evolutione facta et posito 1+F2=u, in A, 























wH—1tr(a +1) 1—u) __ gt !u u - 
v ati u 5 (i Top 13 P3 r ..) 
„(Au)? fz lu ni !u 
+ (+2 it 5 5 FRAUEN A 


—- etc. 


abit. Brevitatis causa nunc designemus series modo evolutas symbolo @'", 


ita uf sit 
1 lu (lu)? (1u)? (lu)* nn 
17. tm tatatie train =6, ; 


quo nanciscimur 











"Fo u a IR I n+? 72%, 
le er ars? Tara 
— (+ +1)" +1 kt l +x Ip RN I+x) 


n! 4 9 


u FRE 





tunc ex aequatione (15.) descendit aequatio haec nova et memorabilis 


19. iv=y+lltt— ji Pr; Er G 


2 2 


ea f \4 Me} 
I? (lu) ı f? (!u)® lu 
+. 4... 


6 9! 





in quo numeri Bernouilliani cocfficientes constituunt singulorum terminorum, 
Quae quidem evolutio subsidium adeo nobis suppeditat, quo constantis va- 
lorem alia prorsus et nova, guam qua supra usi sumus, methodo evolva- 
mus. MHabemus enim in aequatione (16.), adhibitis signis inferiorsbus et 
posito 2=1, 

DB DB: Bin. 
2 3 4 


ideoque 


PeE. ze 








a 2 3 
4 ee, 


ns 








ve n®, ee Be. 
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cujus ope ex formula (15.) valorem constantis 
P; ß: ß ß ß 
L > un me een Yahaen ER un re BE — 
21. e=3175 717 3 to +...=Yy 
eruimus eundem, quem supra jam invenimus. 
Coöfficientes symbole @ denotatos, quorum in tota hac theoria et 


maximus usus et maxima est utilitas, alias etiam per formas repraesentare 
licet memoratu dignas. Diflerentiata aequatione (17.) secundum /u aceipimis: 











N gtlu 
. lu (lu)? (1u)3 D 
o(+lu) In n+1 — 1!(a+2) Toast Ian t ..:.o == n-+19 

ex quo concludimus, co@fficientes @ enucleari posse posteriorem nimirum 


erh ex antecedenti sola adhibita differentiatione. Itaque cum sit @*" = 


_ Po ") 
or I ——— 
+t/u 


(+ lu)” 


ee habemus etiam 


I q 
ik 


-_- 
i 





rl 
22, Gm 


sive, differentiatione perpetrata, 
[un (na) (u... tn(n—1)....3.2utn!]En! 














[4 ‘ iu En 

23. Gr — (u)ti , 

31 Ge [ren tn N 4... +nln—1)....3.2utn‘]--n! 
® nl 7 (—lu)"+! P) 


quarum aequationum beneficio etiam licet, cocfficientes @ per formulam 
hanc recurrentem 








i +lu ri 
2. +lu n. G u - 
25. &u = az 
+lu 
inter se conjungere, Invenimus autem eadem via: 
5 ‚ri +/u +u +lu ur! +lu g 
Gr Iie Bm er 
i n ww n n13 nt1 n+1 +,276 n—? , etc. 
qui valores, perpetua adhibita substitutione, cum residuum 


ro. lu )’ Y +la on * 
IITRRBRLT. G,,, pro v=w ad nihilum decrescat, novam 


an t+lyin +2)... (nr —1) 
praebent aequationem: 














’ du ui Su (lu)* - (u)? 
niit 1 F ’ BON "ARE n-r2) FGEDaat 
Fr 


quae multo citius convergit, quam series in (17.) inventa, ideoque ad 
coöffeientium @ seu Ü computum numericum magnopere praestat. 

Alia quoque exstat nec non rectior via, qua eundem valorem (26.) 
assequi licet. Multiplicata enim serie (17.) per 
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nun ie TI 3 
iger Fr... 
efhicitur, si termini On quantitatis Zu dignitates continentes conjunguntur, 
m | 1 
F Zi um 
27. HG —= — FT lu ( — 0) 
2 1 1 
ru) (4-0 at a) 
Zu 1 1 $ 1 
1 De Fe > 
+ (iu) Er 2!1!(n+1) r 1!2!(n+2) HE) 
— etc. 
Coöfficiens termini (/w)’, nimirum 


Kr (p—l):1:(a+l) ' (p—2)!2:(n+2) U 1l(p—1)!(n+p—1) ur7 (n+p)/? 
formam potest induere 

1 11 rB; vB, PB ae; -? 1 I= 1, n4py y-1 
p! n n-+i1 n+2 Dt. a rc u Dernirner Tor RD. B,) J 


cujus ope, cum sit 














1 1 1 
n.p! "tr, an -+l)(a-H2).... (n+-p)? 
series (27.) extemplo in priorem (26.) transmutatur. 
Denique, ut omnia ad co@fficientes @ spectantia hic colligamus, nunc 








integrale hoc definitum 
1 1 ” 
23. CGh=/ ur.vov 


” 
commemoremus, quod rite evolutum omnes fere, quos adhuc invenimus, 


nobis praebet valores co@fficientis @. 
$. 3 
Series adhuc repertae cum ad computum numericum functionis no= 
strae pro magnis argumenti x valoribus non admodum prosint, experia- 
mur, an discerpando et transformando eflici possit, ut citius convergant. 


Quem ad fnem meminisse er, esse 
r“ 























— Il.) = ++. =X, 
mie + EB 
ah mtintistie = A,; 

etc. etc. 
m k.= 1.2 wie. * EL mACEE, ” 34 mHerE] Treo =d,, 
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unde posito x =1, cum sit Eee Pia — 0, descendunt valores 
1 1 


werstestsetes +... 


1 
Be: sat mtr 


up ı Au 5 


a ©. 





a 


. . - [) “ * N} ES > - © F} . ” * ‘ e “ 


an! Arulatl) + 2.3... (n+?2) " 3.4... (n+3) lin 


qui in formula fundamentali (1.) substituti, singulis terminis rite dispositis 











et ratione habita aequationis (26.), novam effciunt seriem 


29, dba =yH+rltla) tl; 5” +23C}” +30 r...] 
wo; Y+tlztla) + le.0" [+ @F® FIG LIGFEL..]. 


Itaque si valores co@fficientium Ü aliunde Jam computatos habes, loyarith- 


mum integralem facillime compufes; si non, valores illos e formula re- 
currenti (25.) commode evolvas, evolutosque in functionis computatione 
adhibeas. ÜUrescente x seriei convergentia imminuitur, ita ut pro magnis 
argumenti valoribus computus nimis reddatur operosus, quo quidem ceasu 
alia necesse est utaris seriei (1l.) transformatione. Retentis nimirum in 
formula fundamentali terminis omnibus, quorum valor unitatem superat, 
discerptionem supra doctam in illo demum seriei termino adhibeas, quod 
unitatis limitem haud attingit, u RETRO novam: 














(x (ai 
. ri — ( — + Me FR ——— Mr h - Es on; . FR 
30. hı x Y I Ix) lz —w: as 3 37 Br #- (4.27) n—]j)! 
% e Ix ırix tx 
ed r\ On ee Cr - C.y3 \ 
nun su 2.3.4... (n-+1) 3.4.5 ....(n-4-2) ur 


accipias pro omni arbitrariae x valore satis convergentem. 

Ultimo loco duarum quoque aequationum mentionem faciamus, quae 
logarithmun integralem per diflerentialia successiyra exhibent, et quarum 
altera ex (29.) et (22.) statım invenitur: 


31. ha 


(„(ert—1 „fer 1 „fer 
‚ \Iia Pr ı/ D c’ I/r 
He er], 

















© (+ IX) © .r la ) 
aliera vero ex formula (19.) sequenti modo eruitur. Habes enim ex 


aequatione (23.) valores: 
lu 


l,,)® iu (Iw)* 2 lu\? Aw? 
ie ul —1)+, Ir6b,’= = ul 3! 2 + +1 etc. 


5: 


f ' 
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qui in (19,) substituti, adhibita NER (21.), formulam exhibent: 
| eo. L ı* (u) 3: u) 


fange 


BR END ß 
+ 2 + -— 6.4! u 
gr ‚(2 
-+ 4. Bach +; er n..:, ® 











6.9! 
” nn u Sr EEE 
etc. 


Facillimo nunc intelligis negotio, serierum horizontalium inferiorem quam« 
que esse differentiale superioris, ita ut dato valore supremae seriei tota 
aequatio satis sit determinata. Constat autem esse 


> = BE, u? P u® ß u® vi u3 
(HG) 
cujus ope seriei illius supremae summam invenimus aequalem — ( — — 2 j 
Be eu 
quod formulam nobis praebet gravissimam 
32. IF1Etu) —Tiu 


ie | 
ah (5 su + FE u a © 











gi 








33. tt w—1)]—Iıu 
f -Ro—-N—hu] _ ee. BE ne, ) 


EN uolu © (lu)* (lu)? oo. 








\y 4. 


Aliud idemque prorsus novum subsidium, quo adhibito termini seriei 
cujusdam magis convergant, theoria suppeditat fractionum continuarum, 
cujus alias quoque in analysi utilitas est atque usus, Ut hi z fractione 
continua exhibeatur non nisi adhibita aequatione (12.) effici potest, cum 
numeratores et denominatores particulares ex seriebus (1.) et (2.) orien- 
tes tantopere sint impediti, ut lex qua ufuntur reperiri vix possit. Itaque 
si data est series 


fe =1—(n+H1)e + rn +) ar +9) — (nt) na FYd (an +3) +.... 
in fractionem continuam transformanda, habes: 
Crelte’s Jonrmal d. M. Bd. XYIL. HL. 3. 35 








268 15. Bretschneider, theoriae logarithmi integralis lineamenta nova. 








u 
u ee 37 
L- — 
I + 
1 + n-+-2).a n 





er % - BR00 


I)ac 





3 
1 no 
r 1 —- etc, 
Denotemus nune singulos numeratores particulares sun ordine per 
da, 4, Cd, ,.... mec non denominatores fraetionum approximatarum, succes- 


sive evolutarum, per M, MH, 2, M,...., nemo est qui dubitet, quin sit 


u Ao .: Ge Or Ba 22 a; a0 En 
Fr M, M., '- 38.2, ] BR 
. 27 7 a7 .. 
Invenimus autem M,= a, m + 4M1,_,, qua Fi BABH subtractis terminis 
seriei negativis ab antecedentibus positivis, nanciscimur 
PR Pa > (ir +1 — Q2p+ u) 00 0, Ayo0..p 
Il ,, I, M., p+1 a. MH;,-ı M:pxı I 


quod suo loco substitutum seriem supra evolutam exhibet sub forma sequenti 











- - A A. Ar 4 0, A,A,QA,QA, Ao Ar ....(d ag 
D, IE == «» -L- - a 3 n RT 


7 a a "Mi ee Fr Ee DM, WM, 


. . . 7 h . - 
Itaque cum quivis denomimator MI, M,.... hoc schemate universali 





i 
R7 
C. Han = 
1+ ( » —- N Li > Gh - (p 1 1)» N-f7 B,r - p 1 1)p a, iD x + i 
2 + P-+ P Bun 37ER 23% u vr. + 27 

contineatur, series nostra (Ö.) hanc induit formam: 

d —._ B. BREI", OR r RER. BER. |. 22.22 _ 
e 1-4 (ni) | TEURER n-t+2)c-+(n- 2)(n1)a®] 


mn 


1. 9 (na f ' n—- 2 >) y* 
7 TEOTEEEITTL WEG TEE ERS TEL var 2 nt 2) Lint3 an? 
Il+: NT+-JA TAT», pi jA | B olnro Jye+ sn} +3 3) AT+)4ı i (rny+3)(nt+2, (n+1)x? 








ad computationem aptissimam. Et facile intelligitur, hanc seriem trans- 
formatam eo eitius convergere, quo magis series supra proposita diverserit. 

Jam vero licet, loco fractionis continuae (a.) in seriem transforman- 
dae valores enucleare fractionum approximatarum, quae functionem fir 


usque ad certum limitem satis exacte repraesentant. Verum enim vero 
cum fractiones approximatae ex (@.) evolutae nimis tarde convergant, prae= 
stat ut fractionem continuam («.) in aliam transformemus, quae non nisi 
dimidiam terminorum partem contineat, Constat nimirum esse 
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(n +1) 
1(n+2)x* 2(n 3)? 
1+(nF2)x — ns” n 3) 


e fe =1-— 





3(n 4)? 
/ RER ’(n+ EA 
1+-(n+6)x DE ae, 








qucd nobis fractiones approximatas sequentes 

(+1) ur _ aR+Nc+Ian +1) Hr? 

f: IX I 1{- (nt 2 ))x? fa, 1 1+2| (n+3)c+ (n-+ 3) 

(n+)c+2(n+1)\rH+5) xc?+j1(n+1) (n+5)n+4)—i(n-H1), (n+2 1 t 
a ef, 


[%:; nd 1+3(n+4)c+9 (n+4) 4)(n+3)a® + (n+4)(n+3) (n+2) 3 
suppeditat, quarum schema universale 


. [= 
N’ctN’x&® N?’ +....+-N ot. tr N)- Teiln 


\ 























14p. "PB, cr+rp(pi) HB, +... +pl —1). Be 7 HB, + pt HB 2 


invenitur. Numeratoris co@fhcientes N” ex illis numeratoris classis ante 
cedentis (»—1)tae et (p—?2)tae per formulas recurrentes derivantur 


rn rl - 
RA, N =nH1, 

rnD Dil xarp—i 
N; . Re (n-+-2p) a £ 


en 


N? = N! ++ 2P N" pa + pN", 
N’= N ”+ 27 NZ —p—-D)a+pNZ, 
N/, =]! Vor m+2p) [P PN) (n+p) N = 3 
N, = en —(p-1) ) NZ; 


quae, substitutione rite perpetrata, TERN nobis praebent: 
N DB EDEN TED BRD 
+ (r-3)!(n+1)(n+?2)(n+3) "DB, 4 ,;— +. 


quae pro impari valore indieis # termino illo finitur, quod "THB,_,_, 


r-3 


continet, pro pari autem indicis valore, termino per "*"*"9,_, multiplicato. 

Facili negotio nunc demonstrari potest, aequationem (4.) pro A; valentem 
p+l 

etiam pro N," et N/,, valere, cui autem demonstrationi, cum nimis longa 


esset, supersedemus. Singulos nunc co@lhicientium A valores, quia O!—=1 
et "B,—=1 invenitur, tabula sequenti exhibeamus tales: 
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r =? r’—=;3 





ws 

2 1n-+1| In+1)”+B, 
3in+1 2 a+1"FB,| 21 H1)FB,—1(n+1)(n+?) 
Hin +1 3a +1)" FB,|3.Un +1)” B,—2(n-+1)(n+2) 
5a +1/ 4a +1)" FB, LI (Rn +1)" PB, —3(n-+1)(n-+?2) 
6a FDB, SLR HI PB, — ln -1)(Rr +2) 
1a+1 6a +1)" FB, |65 (a HI)", — 5(n + 1)(n +2) 
p | r—4h 

















413.2.1(n+1)"#3,— 2.1(n+1)(n+2) "+8, 
514.322 +1)"7B,— 3.2 an HI) (a +”, 
9.43 (Rn +1)"FB,—43(Rn Hi) +2)” tB, 
6.5.41)" PB, — 5.4 (na +1) (n +2)" B, 


ph r=5 


er 











54321 +) FB — 321 + Na +Y)" FB, +21(n+1)n+2)(n+3) 
6 auge a 4 — 43.2 (aa +2) PB +3. m +1)(n-+2)(n+3) 





716.543 +1)", — 5.4.3 (n+1)a+2) "HB, +43 (m+1)n+2n+3) 
etc. eic. 
Denique, si denominatorem fractionis approximatae ptae in aequa= 


tione (.) siguo X, denotes, ex formula recurrenti 


= A-Htr+2pPrH,n-pPp—Da+p)e x. 
facile demonstrabis, schema ibi relatum etiam pro A,;ı he ideoque vim 
habere universalem; unde fit ut singulae quaeque fractiones approximatae 
functionis fx possint exhiberi, 
&. 5 
Fractionem continuam (e.) ita etiam licet repraesentare, ut unitatem 
antecedentem in ipsas recipias fractiones approximatas. Quo facto eruimus 
fa, = 11x fx, = 1+(1!+n+4)x-+2!102 
: 1+(n+2)x’ ’ eat. 
fx 14+(1!+2(n+5))2 + (2! +1 (n+5)%n-+4)-+ 1. 4)0?+3! 
ee vr 1+3 (n+4)2 +3 (nr +3) (n+3)2* + (n-+4) (n+3) (n-+2 efc., 


sgeu schema universale: 











k. fr, = 
in? + N?’xc+ 'N?’x’+.. „+’/N’a’t.e.+'N_, A 








1+p"trt!B, x +p (pl) BB, pt? 
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cujus denominatorem eundem, quem supra in (9.) invenimus, Numera- 
toris vero coöflicientes ‘N ex formulis recurrentibus evolvimus sequentes 
'N, =|1, 
"N NT" L(n+2p)' N”, 
RE = 'NT’4 . + 2“ NT— D— N (a +) 2, 


il 


e “2 
® 


p—2 


N “ + 2 Na ne 


. * 


N? 
'N,.1= "Na + (m + 2p) Na) (n +») Nm, 
N= (Rn +2P) NG —p—D)(a+p)' NZ, 
qui valores sibi rite substituti schema nobis praebent hoc universale; 
. 'N=r!+(r—1)\p-r) Pr, —"r3] 
+r—9 (pr) (pr HD CHR, PROB, ID, 


+3) pr) Pr +1) pr BB, 
ES EB EB]. 


et (r- (9) Kp-p-r+D) (pr e-D) PP PR, DT 
+(p—r)p—r-+1)...(p—D)p"PFB,. 

Quantitates uncis [] inclusae, quae forma communt 

mn. 5 _11) 23, +3. B—ır er DE SB, z a .t a- a Bart I, 


m/u-1° 


utuntur, ita sunt definiendae, ut omnes termini, in quibus @--v>r, tol« 
lantur nec non ii solummodo retineantur, in quibus indicum % et v summa 
indiceem 7 non superat. Demonstrationem formulae (/.) pro casu, quo 
p-+1 et r-+1 loco p et r positum est, facile quidem perpetrares; sed cum 
sit longior hoc loco eam omisimus. Expressionem (7%.) cum constet esse : 
aequalem °°3,,, aequationem (.) paullo licet contrahere. Substituto enim 
valore °°B, pro omnibus terminis, qui schema (n.) integrum exhibent, 
profieiscuntur: pro valore indicis ” pari aequatio 

n. 'N=er’+Hr—)! pr) HB, + —Ylp—r)(p—r +H1)PHB, 
+EF PN Pr HP r + DB te. 

+ Fin ID) pr +D... pr ti DB, 


4 
7 \ r+p+ +! ni-ir > ir 
+ (4r-1)!(p-r\p-r+1)....(p-ir-1)(p-ir) | "nn dB," 4 | 


ztı 
+ etc. 
pro valore autem indieis 7 impari aequatio 


>) 
- 
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| rn x 
o. "N, =r!+(r—1)!(p—r)PHB, +r— )Kp—-r)(p—r-+1)Pt}'3, 

+(r—3)!p—-r)(p-r+1) Varta, A .... 

Fr) I p—rXp—r+N...(pPpr+3(r—3))PrB, 
+(r—;3(r-1 Demenz p—tr+D.... 
(per 3er—1)) Hr Her R B; +1) — PR, ER LH...) 
+ etc. 
Cocflieientes ‘N cum eosdem inveniamus, si in aequatione (g.) fractionem 
ad dextram seriptam de unitate detrahimus , habemus etiam 


/ f r fa rn I \ - JI-10y2 BR / rp . p b) 
vyp—)... (pr +)" PB, —N, a = 'N., 


ideoque 
P PP. (PT HNPFB,— Ar) Un +3... 
+ 2) a aD RB. = N, 
quod adhibita aequatione ({.) relationes nobis praebet inter cocfficientes 
binomiales admodum memorabiles, quas hoc autem loco omitti necesse 
est. Primos nune valores coÖlicientis ‘N, tabula sequenti ante oculos 
ponamus: 


p r—=0: r—1 | m 2 











1 2.459, |12141.B8, 41.298 
i 
4 11 +3..43, 12123, #233.483 


5, 
— 
r 
+ 
> 
er 
= 
Ey 
2 
4 
en 
N 
t: 
2 








i 
i iz ' 
Pr} -=—=D 
N 9 2 N ale. zu PN TENEN PER une 
319 
413! 


- 


51314212.8, 223 PR "B RD 234HB, 





| 
+H21®, 111.2 FB, — "HB, "RB,|41.23792, | 
| 
| 
| 


EB AED BT BF 345.8, 





{ { 

„Na; II 0CH ı A f N) ey‘ S vr? 4-2 32 ‘ A n-+7 

) 4.0.1 3, r 2:11.23. DB, 2- 111. 23T HM, "7, ,"t 3,]+ 1.2.3.4. B, 
f [i ii? ) N 7 * 1 Y ) ICH n-LS; nn? - cn) ‚ - LS RR 
GI LH3II VB HIIIIB + III IATPB "RBB + 2345.19, 


etc. etc. 
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$. 6. 
Jam restat ut fractioni continuae (e.) in produetum infinitae multi- 
tudinis factorum studeamus transformandae. Habemus autem secundum 
virum cl. Stern, si fractionem aequationis (g.) solam per ‘fr, denotamus, 


x; x; fx, ’/xp> 
1—fx — leg, 727 Fr, a Asa 





(uare id agamus necesse est, ut expressionem universalem factoris pti 





‘ > 1 
/=7_ enucleemus. Quem ad finem ponamus (o=X; et singulos frac« 
3, 


7 ne 


tionis continuae (e.) numeratores et denominatores particulares = 4, @; 4; . 
et resp. d, b, b;...., quo facto habemus 
V» vo b,— Wen a 

















BP: 
d. —_—- == - - - nec non 
/ Ap Ap-1 bn — Ap—2 Ap a 
u, ä: Ap-1 £ Bu Ze V, p 1 b, 'Z X, Dom 1 £ 
Sp Fo Ap X n—1 ıY pl b, Ay Y_ pl ap 


Valorem autem numeratoris A,_ı V_ b,— A, V,-. @, ita quoque reprat® 


sentare licet, ut sit: 
X ,— X 


p-1 7-1 - V.-ı pn — (X p—1 V,.—X V.-)@ > 


P- p—? 
unde, cum constet esse —(A,_ı "A — X. V,_) = 494.41, EX- 
pressionem numeratoris illius dedueimus sequentem 
1 p—1 A, . d, d; d; dA; oo...» d,_1+4p> 
ex qua valor fractionis admodum elegans 


Sy aus ”, p—1 A) -+a,a, Ay QAgee.. an __ a ar ee 
xp Fi x, Fr-1 A 


descendit. Substitutione igitur perpetrata valoris ‘f“, in (9.) BEE: pro« 
ducti infiniti schema resultat sequens: 





y. 








-, 























1): ‚(nt1)\(nt-2)0* ' 

s. [e=1— a = [ + un el 
1-+- (n-F2) N,li-+2 rs + (n+5)(n+2)x*] 

x UF BEI ACH Saw )En | 
INN; x] [1-45 n--#) C-r I N- 2-4) ( n--5 x (m 4) (n-t+3) (n+2) © :] 











X + 1.2 Slard)‘ n IE, 3)/n-+4) ac Kl 22 | 

IN +N’S+ N: a] | 

| x [IH n+5)c+6 RrH+ö) an tt)? +4n +5)(n+ UVARE VE RRARR START NTEERICEN: ae i 
x etc., 


cujus factores celerrime ad limitem 1 convergunt. Pari modo si valorem 
functionis fr, in aequatione (X.) propositum adhibemus, aliud hoc nancisci- 


mur producti infiniti schema: 
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E ei [ı — e#B: 4 a Iı-: | 1!(n-+1) (n+2) x? | 
fe [1 rare UOTE CT 

” f Im 2 !(n-+-1) (n-+-2) (n-H-3) x 1 
De EINE EICHOIE EIER ENGEREN ERNGgG 


x etc. 


Posito numeratore in aequatione (k.) =‘V, atque aecquatione (s.) 
per (/.) divisa, proficiscitur: 
4 Barum DE, 
Jx 7 a A re Au 
Porro, cum sit '/, = A,— ; ‚„ habemus, 
a V>? Äp-1— Vrfz- 
Re) Fi A re une 
N —- IP, Pit! mt) a}2).... (rt p)a’rmi 
Pa KV Pont 
= 1-4 1!) (n+2 .:. (np) ar 
er ’ 
unde accipimus: 
( \Yn49 if VRR N 
- je 4 eine (1. ıL 1! a ae 2)? Jr rtlmzatnen,,, 
































Simili modo divisione inverse, nimirum (£.) per (s.) perpetrata, ad pro- 
ductum pervenimus hoc: 



































> un 1 Ye eriyetöyet) ”).. 
. Anfı: 'g 749, gi nn 
quas tamen evolutiones, eum rei nostrae alienae Ping] hoc loco 
omisimus. 
g. 7. 
Jam relabamur ad logarithmos integrales, quos posito 2 —= 0 atque 
ee . u 1 o 
2 = (la) invenimus hi = — -—;-f%; ideoque 
1 i 
34. Iı =-:| - er 1 i23 
.. A 2x4 iı n [1 2+ lc — . 5 3 
Ic > 4+ 12 — — 32 
1+-— Ey FE 
Fa E S2—...| 
RTL. 
4 1 111! 
3. Ai us - lH tn [lx)?+41c #2] 


212! 
T (Do FFs Flle) FOQe®FISIE FO] +]. 
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Fractiones approximatas nunc habemus sequentes : 


= —h-—)=- 1 /c-+1 
x,1Ix l!c-+2 a,l2 12-2? 
— — lt 1x4 )=— 1 da)’ t517c 42% 
2.18% da) +62 +6) z.Ix2 (la)? +6lc+6? 
1 (!x2)2+1072-4-18 
u te Pe ER 
1 (a) +11 (1a Y"+-%1c-+ 6 


x.Ix 


x.12 (12)? +12(18)*- +361x +24? 
36. —(1— (ix)? + 18(10)? +8610+96 ) 
x.Ix (la) +2U la)’ +10 (12)? 2401084120 

1 (da) 19 (720)? +102 (1%)? 4154724 24 

 @.1x' (1&)* +20 (12)’+120 (12)? +2401%+120° 

OBER (1 (la) +28 (1)? + 246 (1%)? + 756 724 600 -) 
x.1x (12) +30 (12)® + 30011)? + 1200 (1x)°£ 18001=+ 720 
Fi 1 A2)+2I(12)*+272(12%)’+ 954 (70)?+1044170 4120 
nie x)’ 30 lla)*-+ 309 (2.2)?+1200 ( la )?+18001a c+720? 


























EN 

















\ etc. 


Denique naneiscimur producta infinifa 
hr 1 1 1 112: 
37. m oma x rare N ro Fe) 











213! 
x (1 + 1% ET TEE) 
1 1 1!2! 
u 5 1-5) VRRSUMIE LIE =. 
i (4 TTS ) 
x Lee) +2 +2] [ey +2 Ua) +36 +24] 











Quibus ommibus aequationibus ad li — computationem satis commode uta» 
ris, si argumenti x valor admodum accreverit. Sed hanc ipsam formula- 
rum coneinnitatem valde augere licet, ubi retentis omnibus seriei (12.) ter- 
minis, qui unitatem non superant, transformationem in antecedenti $pho 
doctam illis tantum terminis adhibueris, qui seriem reddunt divergentem. 
Quo facto evenit exempli gratia: 




















‚1 1 1! -} 3! (n—1)! 
iz elta a: tree iron 
n! [ 1 > 1!(r +1) “. 
TEST Ic+(n-1) Aa Sasha N ER 
= —- 1-2 2! +— „en n! LE: 
ar x.ix (1x)? = Be I ap A, 
etc. etc. 


Crelle's Jownal d. M. Bd. X vi. TR. 3. 36 
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Facili negotio in bis aequationibus pro quove variabilis x valore quanti- 
tatem 22 ita determinabis, ut minimum solummodo numerum dignitatum 
!xv computandum habeas, qui logarithmi integralis valorem satis exactum 
praebeat. 


$. 8 


Aequationes adhuc enucleatae quamvis aperte sint utilissimae, eo ta- 
men incommodo laborant, quod singulorum numerorum logarithmi inte- 
grales singuli sunt computandi. Pro valorıbus vero argumenti non magno 
discrimine diversis multo minor computationis erit labor, si logarithmum 
integralem alium ex alio componere vel si valorem li(«-+.x) ex valore li a 
derivare licet; cui rei constituendae haece inserviunt disquisitiones. 

Si quae functio argumenti «+ x secundum dignitates functionis alius 
cujusdam argumenti ©, quae tamen pro 2=0Ü necesse est et ipsa eva- 
nescat, debet evolvi, optime theorema Soldner: elegantissimum adhiben- 
dum erit. Habes enim: 


39. Fuüt)= Fa+44+74"+5 AU Le. 


qua in aequatione % funcetionem quamcunque argumenti x et formae 
f(a+x)—f« indieat, cocflicientes vero A valores induunt hos 

o.Fa 0 dd gu — 9.4" 
0.fa? Ir "WE 7° ee o.fa 
Quo in theoremate adhibendo id praecipue agendum est, ut functio « eli- 
gatur talis, ut co@fficientes A quam simplicissimi prodeant. Quod facillime 
ita efliei posse videtur, ut v=a4+2—a= ponatur, quo facto theorema 


nostrum ad notum illud Taylorianum reducitur, nimirum posito Fa =lia 
) ’ y 








4’ |— 
4 = 


etc. 





a1 8 1 
x* la = 0° la der 
40. l(a+e = ia+-- ar Ey Hin — =... 
Jam vero habes 
1 


0" — 


la m —1)! "Sr (n— 2) ! x 7 
41. r = (—1) pe [2 art! + $ TR (la)" + (l 2 +.» 


oa” 














21" dt VB] 

tr (la)’ " la)? 3? 

quem valorem si in (40.) substituas, solutis parenthesibus terminisque illis, 
qui easdem digoitates quantitatis /s continent, in unum collectis, accipis 
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. _ . x i!a FE 2? eK 3 Ir, m* 
l/a+xr) => hat — ur, a An 31'738 4! Zt...) 


Ei (> ac? Kr 2 ac’ 4 ) 
(la) \3! ' ! "a* Sir u 


u etc. 








et si pro seriebus in parenthesi inclusis earum valores ex aequatione (18.) 


® . . x 
substituas et brevitatis causa 1-- — = 4 ponas, 


42. li’a+e) =liau =lia+tau = Ci" 3 C"+ Er C"— +... | 


la la 


quae quidem series pro magnis valoribus quantitatis @ cito convergit, et 
dummodo coöfficientes (u) CZ“ computaveris, facili negotio omni « adhi- 
beri poterit. Tamen hanc seriem, cum sit maxima ad computandos loga- 
rithmos int. argumenti au utilitäte, non sine magno labore ad computan- 
dos funetionis valores pro numeris illis, qui a proxime insequuntur, adhi- 
hueris quoniam, mutato 2 seu %, omnes quoque coöfhcientes (u CT“ 
denuo essent computandi. Aequatio (40.) huie rei efficiendae optime in- 
serviret, eum ejus co@fficientes unius quantitatis @ sint fimetiones; sed coüfe 
ficientes ipsi tardius comminuuntur ita ut via ulla gauderes sublevatione, 
Cujus rei importunitati ut mederetur vir cl. Buzengeiger hoc theorema 
integrale 


43. /r« +r)er = 


fra. dcatr]‘ It tr... +) fa—yfla+p'r) — yKatrp"c)—....—g"flatpr)] 








HER fa 1 | / . / / n N N 
f . (step +4 pr+rty ee ; nt... +4Y .p +1) 


(n+i  dartl 


le o"r? fa 1 Eh H ullıa PTR, u .., 
i f nu Oo at? (5 +1 .p "+2 +4 «pP N-- +4 :P "+24 ....4+9 .» +) 


(rr2): 


+- etc. 





proposuit, in quo quantitates 9‘, P', .... pP” prorsus ex arbitrio, quantita- 
tes autem 4, 4, »... 9° ex illis ita definiuntur, ut 22 primi seriei termi= 
norum evanescant. Prodeunt igitur, si combinationes wtae classis ex y ele- 
mentis, nulla permissa elementorum repetitione, significes per "Q,, aequa- 
tiones sequentes: | 


36 * 








dd 


7. 


1 
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sig ng A un 1 
— N E_. n +1 (elem BEYER ww p“) 
pP (PP) (pP —P):...(p—p‘)(p"’—p'‘) ’ PP, P"s....P ) 

1 


z u — r | + 7 ne. — ..%H 


—_—- 











N THE, (elom.p', pP" au) 
pP (PP) PP"). ...(p"—p)p'—p") N) «P,p ‚p y....2") 


ia RE 2 Si HBRSE CE Soli HERE PPDOEn 


— | 


p” ( ai 


a 
n+i 
— 2) (PP) (pP — pP) (pP —Pp°)’ 








(elem. p',p', ps... pP" "). 


Jam sponte apparet, quatenus hoc theorema cum alıis quadraturae me- 
thodis congruat. Si adeo vw quantitates p ita determinare velles, ut ter- 
minorum in (43.) adhuc reliquorum etiam x primi evanescerent, pro quan- 
titatibus » et 4 valores illi resultarent a viro cl. Gaufs determinati. Qui 
cum alias magua cum utilitate adhibeantur, in nostro casu non satis magnum 
praestarent commodum, quia funetiones Yffa+p'x) = g[Ka+p x)” 
magnam tum in eomputando facerent importunitatem. Licet vero eundem 
assequi [inem ita ut quantitates 9, p”, .... plane ex arbitrio determines, 
dummodo in (#3.) quantitates g‘, g, .... ita constituas, ut ab rto de- 


mum seriei termino N termini evanescant. Quo facto proficiscitur aequatio 


44. F fıatz)öx — 


f . - ‚ /ı ! n £? sur n/ N % j " “ 
/fa.ca Tallte tg" +... +g)fa—g’Karpz)— gg" fkatp"a)—...—g"fatp'2)] 
> ofa 2 / P"7 MU N \ 
+ EL pt Hp + hp”) 


Pr 


3 0? 


er ne (3 - y.p”’-+ g’.p”+ u. y“.p":) 


x 


+ 
+ . . * “ « 9 “ . « ® ® . 3 . « 

wer we Hyd “yr 
Kae; 7a vw Kup La pr tee. tgNg ) 


art + or +l fa | / In+r+1 x “nr 
+ Ga Bar aa terp +..t+gp 
- eic., 


nec non valores quantitatum 7, 4, +++. qui sequuntur; 
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1 s—-1% 1 s—1 1 
rt? r+3 ea Age © ww 


PET PN) (pP — pp" —p')’ 











V=— 




















1 n-1($ 1 n—-1($ 1 
= DE r-+2 PB, Ex e.— a re (elem y/ il! vn \ 
a1 See 2017 Sasse OPER de 077 Zu 12 se 
‚ # s ‚ * [3 ® 
— Ö nn u wu * 2. uy an +...+ 
n_ r+?2 u —B Be 2 nr +1 / 7 N- 
da EP PPKP—P) re. (p’ —p"\p'—p")’ (elem. p', p", .... pP"). 


Si a non inferius est 100 neque x superat 5, suffet t r=3 et n—? 
ponas, ut logarithmos integrales argumenti @+x usque ad 7 locos deci- 
males accurate computes. Quamquam ita etiam satis operosa restat com- 
putatio, ut in alias inquiramus formulas necesse est. 


$. 9. 

Quodsi series omnes pro logarithmo integrali nobis propositas inter 
se conferimus, neminem fugere potest paene omnes progredi secundum 
dignitates logarithmorum, ipsasque illas, quae ab initio secundum dignitates 
ipsius argumenti evolutae erant, in alias posse mutari, quae secundum dignita- 
tes illius logarithmi procederent; quae quidem res aperte docet, logarithmum 
integralem per theorema viri cl. Soldner simpliceissime evolvi, posito f@ 


= la. Habes ita, cum sit !a+-x)—la= ı(i - =) aa IU, 


a 
®_Vlat+l 


45. li(a+2)= liau=liata|‘t.- Ale) dad „sp ui 





(la)’ 
Coefficientes terminorum (lw)" cum solius quantitatis @ sint functiones, iis 
semel determinatis, ex hac formula logarithmi integrales totius seriei nu= 
merorum « subsequentium computari possunt neque requiritur, ut parvi 
tautum quantitatis x valores admittantur. Etenim cum adeo v=u4 po- 
natur, (ul? satis exiguum habes, ut series ipsa eito convergat. Jam 


cum per formulam recurrentem 
1— (n—1) An-ı __ A, 





la 
co@fhicientes posterior quique ex antecedenti derivari possint, seriem (45.) 
si adhibeas multum praebet commoditatis. Quare vir cl. Soldner seriem 
hanc non transformatam sed talem, qualem modo exhibuimus, ad compu-= 
tandam tabulam suam adhibuit. Licet vero multo argere ejus utilitatem, 


r VOR 





4 dd "N 
(elem. p’', p', 2... 2”), 


mn 
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dispositis nimirum co@fficientibus A, et terminis inde ortis alium ad ordi- 
nem inter se Junctis. Prodit enim ex (45.) 


\ ; { lu l 3] ( 2) E =} 
u u a Ep un 5 I. 
40. lau — ara, la (7 4: la rs la +... 
(!u)? (lu)? (lu)* (2u)® 
r 1!21a 1!3(la)* tpaupTn lag te 
(lu)? (lu)* (7u)® (1u)® 
913  Dialaw t istan — aa: tr 
+ etc. 


CGollectis nunc terminis in serie PER collocatis, accipis aequationem : 


li(auv) = ara (1 7 2)- .l um = 


Bi? + at:) 3, 


quae solutis denuo parenthesibus, singulisque terminis rite conjunctis, abit 

















hane 
Gun 


. ' ' ] a ! la la 
17. au = lia+l() +a(C/" Br GG + 3 et; +.. N 


kursus we. habemus series Ü'*, nec non ad pet quam maxime com- 
modam conformatas, cum x hie sit negativum ideoque opposita sese excipiant 
dc terminorum signa. Eandem aequationem (47.) adhibitis formulis 
(23.) et (24.) immediate ex formula . ) Jerivare licet, cum pateat esse 


‚ R—1): 


7 I 6” LTap 


Contractis in (46.) terminis, linea perpendiculari sibi suppositis, relabimur ad 
seriem (+2.), quam nunc ex Taylori et Soldnert theorematibus eandem oriri vi- 
demus. Solutis iterum in aequatione (42.) seriebus CE“ terminisque, qui aequa- 
les argumenti x dignitates continent, inter se Junctis, nova prodit formula: 


48 bhauw=lia-tau (2) —/ı«ı DH, + WW’ B— (WI -+... | 


Mu { du N ()' 1 (1 Zu 
1, = 1.2.3. 3 eree +5, 4.. ..(n+2) n) Tee 


> er (| 


Coöfüicientes Z] ex quantitatibus X $phi tertiae hos sihi habent valores: 


HH, = /!(i+vr) 




















iI+-xr 1 
1 = H,— 7: 

i+r 1 
E77 Auk & ii 





ı 


H. TER. er etc. 
r n.X Nn.n. 
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unde acctpimus et hos: 


1 1 oc (n-+2) x 
H,= its t 74 H,.n; Hu ade t Ir H,,. etc. 


Quos valores si in en mueen sibi substituis, cum residuum 
a+DR+2I... at rn) =) H,,;,, pro = x plane evanescat, cocfhi- 
cientis ZI, valor prodit sequens: 
1 a 1 a \° 1 x \? 
49, H.= | tel) tale) +..|= 


lu 
lau 

















Habemus autem casu nostro ehr ; qua de causa aequatio (48.) abit 


in hanc: 
50. iau=lia+ au |1(\**) — TR R,— er K,+.. En 


quae nonnunquam bene adhiberi poterit. 
Denique hoc loco notare convenit, ut omnes formulae in $pho 8, 


et 9. propositae alia etiam 2. via investigari possint. Est enim 
ı acu aocu Pa lu (u)? (u)? & 4 
li au = / nf ou 15 da Tıaı Qua t 
unde, cum sit 
for da) = ulllu’—n(lu" na) (lW—....tEn(n—1)....3.27uFfn!! 
= £, du’t+n!, 
aequationem habes: 
iau=c-+ta ge = () + er 2 2 


1 1! 
ra re Horn + m ten 


eX qua posito © —=1, valorem constantis 
A 1, 1! 2! 
— hal + tat] 
accipis, qui suo loco substitutus aequationem nostram 
51. liau=liata|" Cr — Far er +... 


eandem praebet, quam supra in (42.) jam invenimus, ita ut evolutiones 
functionis li (@a-+X) ex theoremate Tayloriano vel Soldneriano omnino 
non sint necessariae. 


























$. 10. 
Formulam illam (42.), quam triplici modo investigatam semper ean« 
dem invenimus, in tota hac theoria esse fundamentalem neminem fugere 
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potest, ita ut in alias novasque aequationes frustra inquirere videamur. 
Jam formula haec et illae in (47.) et (50.) propositae, quae ex ea descen- 
dunt, facultatem nobis praebent, logarithmum integralem pro quovis argu- 
menti a valore satis commode computandi. Maximam autem utilitatem 
hae aequationes logarithmis integralibus dignitatum argumenti computandis 
suppeditant. Posito enim a=u«” et u=a, prodeunt ex (42.) et (50.) 
aequationes 


. w . “ 1 1 1 1 
2 n+1 __ n "+11 7 —la 2 fi -la a > FR 
2, hart=la ta [= C | C°+ er Cr —C. Ed, 





53. hart=la” vn x n+1)—K + K— ok K.+.. Mi 3 








. 1 u. 1 1.3 
K, er Hr Fi + (4) EN +. 
quarum ope aut logarithmos integrales dignitatum ejusdem radieis succes- 
sive ascendentium, aut logarithmos integrales earundem dignitatum diver- 
sarım radieum commode computare poteris,. Ex (52,) successive substi- 
tusndo et haec prodit formula: 


n+1 
54. kat u Ba’ a [° 4 


n yon 











+ +..+222] 








la a” +1 a” art ar" ti=r 
—([; WIE er Be 2)? +. 4+ 0 “| 
art+1 art n+1l—r 
la I @ a 
+ L n? + + —2):! Hut ol 
TE etc. 


ex qua licet ascendere a logarithmo integrali inferioris dignitatis argu- 
menti @. omissis mediis terminis ad eum summae dignitatis argumenti; 
quae formula cum celerrime convergat omnibus iis satis commoda esse 
videatur, qui non nimia flagitant. Aequationem paucis admodum exemplis 


utilem series (47.) nobis praeberet, co@fficientibus CE pro = a” tardissime 
j m . . . [6] 
decrescentibus. Ut vero logarithmos integrales argumenti — compararet 
u 
hacc series aptissima est, quippe quae, Zw posito negativo, aequationem 


Ta—lu lı “la lu)? =‘ !u\? ie 
5. er Er) ale or Er... 


uU 
suppeditat. OQuodsi idem mutaveris in (42.) resultat: 


56. it = a2 lc" + (2) C=+ (4) C=+...], 


quae quidem eadem est series, quam vir cl. Bessel, quamvis aliam pror- 
sus viam ingressus, nactus est et ex qua duas formulas enucleavit, aequa- 
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tionibus (52.) et (54.) simillimas. Quodsi vero ad usum spectes, nostras 
quas modo exposuimus formulas utilitate sua Besselianas superare putave= 
rimus, cum opposita in nostris et terminorum et co@fhcientium Ü sese 
excipiant signa, ideoque posito «@_>1 magis quam Besselianae convergant, 
Posito autem @<1 formulae nunc Besselianae antehabendae fuerint, cum 
iis adhibitis certe in coöfhicientibus C opposita se signa excipiant. Pari 
denique modo ex serie (55.) transmutata novam habes aequationem se- 
quentem: 


57. i=ll+lır 9) [ner Gr + cr +..]. 


Ouae aequationes, rite inter se junctae, ad tabulam logarithmorum inte- 
gralium conscribendam optime sufficiunt, cum quantit.tes « et © valorem 
quemyis vel integrum vel fractum habere possint. Jam uti in logarith- 
morum naturalium compntatione suffhicit, ut logarithmos solummodo nume-= 
rorum primorum investiges, ita ad tabulam logarithmorum integralium ex- 
struendam id unum necesse est, ut valores co@fhicientium C}“ pro = 
2,3, 3, I I, 13» 1% 195 23 etc. computes, quippe quorum ope totam 
functionis nostrae tabulam condere licet. His enim co@fficientibus indaga- 
tis aequatio (29.) logarithmos integrales suppeditat argumenti 2, 3, 5 etc. 


nec non argumenti 3, 3 


ut ad computationem verificandam eos ex aequatione (2.) iterum evolvas 
operae, cum paene nulla sit, pretium magnopere facias. Jam vero ex (52.) 
seu (54.) logarithmos integrales dignitatis ntae omnium horum numerorum 
nancisceris, quos verificationis gratia iterum ex (53.) quaeras. Denique si 
logarithmos integrales computas numerorum 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 eorum= 
que dignitatum priorum, nunc tabulae schema habes, quod facili opera 
explere potes; nec non perpetuo providetur, ne errorem in computando 


etc., qui cum totius tabulae fundamentum sint, 


committas, 


$. 1l. 


Coronidis loco aequationes quaedam aflerantur, quae ex substitutione 
= eseu Za=le=1 proficiscuntur, Etenim est 





3 
58 ey tl tzntgt ee 


= y+Inzn[C?"+,C”"+3C”"+...); 


Crelle’s Jourral d. M. Bd. XVIL Hfl. 3. 37 
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59. Net =liertet|- tt] 
— lie +et 114m); Ki+ 5 Ki — zRit...], 
ern =e ere net PT | 
60. % = ı(1+ 2), 
eu = lieteu[ = (E) +) 0...) 

















Tr il r% a1? + 2191 ER 
un „= n+1 ' (n+1)(n?+4n+2) ' (n?+4n+2)(n?+9n®+18n+6) 

1 1 l El: 218! 
BER n.e" r n.e" 1-5] [1 r | 1 + (n+4)(n?+12n?+30n+: a|-- 











AMBEHE N PS, FRRSEIRER..: VER >00 pie 2. 
ee (a+l)n+önt6)IL (mrrön+2/a+12n!+36n+24) 


n.e 


Posito n= 1 valores inde resultant particulares: 


A f 111: 2121, 313! 414! 515 
4. — TE I _— 
2. i-= 2+2.7 t 7.34 + 39.209 7 309. 15047 1504. 13327 


e e 
6!'6! 7:7! 
RR 


” 13327. 130923 7 130922 .1441729 
S r re 3 (14; 1. 5) (+5 Allt3 an) (It soo 
x (Hr) 
4-3, ki 57) (1 3) (1) (1 1) 
x (u 


Fractionum subsidio approximatarum e fractione continua (a.) $phi quar- 
tae evolutarum haec quoque aequatio proficiscitur: 


u 2. 824 ES 14 65 374 2263 15675 115230 
j ET T 371368 365° 2209 15531 117300 ° 

















| 











| 
| 





Jam sine ullo labore lex, qua divisores factorum singulorum progrediuntur, 
ex formulis in $pho 6. et 7. propositis recurrentibus evolvi potest. Est enim 
ex. gr. 793= 713 —2.3.3;5 SOLL = 9.73 — 3.413; 4051 = 11.501— 4.5.7 

Parı modo habes 4 = 7.8 —2'3.2; 300 = 9.44— 3.4.8 etc. Vals 


ii. . 
li — ipsum nunc se«quentem enucleavimus: 
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li — = — 0,2193 39343 95520 27366 5 .... 


cui addimus hunc correspondentem: 
le = 1,59511 78163 55936 75547 8S...: 





Ouibus omnibus praeparatis id solummodo nobis agendum videtur, 
ut tabulam functionis nostrae satis expeditam exstruamus, quod opus au- 
tem operosissimum, quamvis ejus fundamenta jam sint jacta, in aliud tem- 
pus nobis differendum est otiosius. Tunc vero non solum hanc tabulam 
sed theoriam etiam et tabulas aliarum quarundam functionnm, cum loga- 
rithmo integrali arcte junetarum, exhibeamus, 


Scripsi Gothae, die 13"° Oct. 1835. 








 % 
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16. 
Sur la maniere de resoudre l’equation ?—px=1 
au moyen des fonetions eirculaires. 
(Par Mr. G. Lejeune Dirichlet.) 





Dans un medmoire que jai lu ä l’Acad@mie des sciences de Berlin, et 
dont on trouve un extrait dans le compte rendu pour le mois de juillet 
dernier, je me suis propos® de prouver rigoureusement que toute progres= 
sion arithmetique indefinie dont le premier terme et la difference sont des 
entiers sans diviseur commun, renferme ne@cessairement une infinit& de 
nombres premiers. Les recherches que j’ai eu a faire pour arriver ä une 
d@emonstration complete de cette proposition qui peut ©tre employde aveo 
succes dans diff@rentes questions relatives aux nombres, m’ont donn& lieu 
de remarquer un rapport assez singulier entre deux theories qui ne pre= 
sentaient jusqu’ä present aucun point de contact. 

On sait que V’equation ?—pw=1, dans laquelle » designe un 
entier positif non-quarre, est toujours resoluble en nombres entiers, et 
que cette proposition fondamentale dans la theorie des &quations indeter- 
mindes du second degre, a &t€ deduite par Lagrange de la consideration 
de la fraction continue periodique qui resulte du developpement du radi- 
cal Yp- Il est remarquable que la r@solution de l’&quation pre&c@dente 
puisse aussi se rattacher ü la theorie des &quations binomes dont la science 
est redevable ü Mr. Gaufs. Il resulte non seulement de cette thdorie 
que l’equation 2 —p W“==1 est toujours resoluble, mais on peut m&me en 
d@duire des formules generales qui expriment les inconnues ? et z en 
fonctions circulaires, 

Quoique cette maniere de traiter l’&quation dont il s’agit soit appli= 
cable ü tous les cas, je me bornerai dans cette note ä d@velopper celui ou p 
est un nombre premier, ce cas suffisant pour faire connaitre l’esprit de la 
methode. Il est sans doute inutile d’ajouter que le mode de solution que 
nous allons indiquer, est beaucoup moins propre au caleul numerique que 


celui qui derive de l’emploi des fractions continues et que cette nouvelle 
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maniere de resoudre l’@quation ?—pw’=1, ne doit ötre envisagde que 


sous le rapport theorique et comme un rapprochement entre deux branches 
de la science des nombres. 


Soit ? un nombre premier impair et considerons P’&quation 


1. wi = X = 0, 


x —1 





. am Ymı 
Les racines de cette &quation sont donndes par l’expression e ?_ , dans 


laquelle e et z ont la siguilication ordinaire et »» designe un entier com- 
pris dans la suite 
1, 2, yo... pr —1. 





) ‚ * —1 . ” » 
Parmi ces entiers il y a I residus et autant de non-rdsidus quadrati- 
ques de p, que nous d@signerons respectivement et pris das un ordre quel« 
conque par 


4,5; Oı5 oo... A, et db; b,, oo di 
z u un 


- 


Cela pos£. il resulte de la th&orie de Mr, Gaufs *) qu’on a ces deux @quations 
2,r 
an 2 . rt 
7 ı—V- a—lf- p-Y P 
WORD SEHR P aniset 2... f ) 


: vv 
i Wr 1, y- 1-7 
Y-Zytp=?2 CE ‚ € pP .... x— 0 ’ > 


les signes superieurs ou inferieurs ayant lieu suivant que p a la forme 
4-1 ou celle-ci 44-3, et Y, Z etant des polynomes en x dont les 
coöfficiens sont entiers. Les @quations precddentes Ctant multiplides entre 
elles donnent 


= 


3. = T77»2. 


Comme les nombres @,, Gy se». a,—13 abstraction faite de l’ordre, sont 
2 


. > 6) — 3 M ” 
les restes qui proviennent des quarrds 1°, 7, .... () lorsqu’on di- 
vise ceux-ci par p, la premiere des &quations (2.) peut evidemment ötre 
remplacce par celle-ci 


an BE sun 2/0 Ba 
4. Yızyaıp=2le—e 24 )( —r Pr er er ). 
Distinguons actuellement les deux cas que 9 peut pr&senter et supposons 


en premier lieu » dela forme 444-1. Faisant = ii, dans les &quations 
(3.) et (4.) et designant par g et % les valeurs enticres de Y et Z cor- 





*) Disgnisitiones arithmeticae. Art. 357. 
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respondantes ä cette supposition, il viendra 
5. !—pk —=4p, 


FREE VER 4 7 V- Ver) FR. 


Comme l’on a 
1 - 7 s®, 3 vi 
1—e P = Arm «e p y 
la derniere equation prendra la forme 
pHt p—1 


) a 
gthvp=?2?’ (—1)* sin 1? ‚sin? NE tel) Tor 5 





P 
On a d’un autre cöte 


2 p—i u 3 
1424... +) Sr 
2 — „.“ 5 “ ® . * 
ou E 57 est evidemment un entier pair ou impair suivant que p a la 


forme $4@-+1 ou celle-ci 8u +5. Le facteur exponentiel est done sui- 
vant ces deux +1 ou —1 et peut par consdquent ätre exprime par 





(—1)*. Substituant cette expression dans l’&quation pröcddente et se 





rappelant que p= est pair, il viendra 
p+1 
Eee 92 8 p—! 
g+iAvp=?2%° sini = ‚sin? : u sin (EI 2 2 ri 


Il resulte de l’&quation (5.), que Ventier g est divisible par p; en mettant 
done »pk ä la place de 9, on aura 


6. Zoe —4, 


p-+1 
\ SE 2°? . , 7 . n2 st wa =” zii 
h+kyp —, V p sın1 ? «SINN Z ze ‚gin 5) p — Ge 
On voit done qu'il existe des entiers 4 et A, tels que Y— pk’=—4, et 


ue ces entiers peuvent geeneralement ätre exprimds par les fonctions cir- 
q I 


culaires, car l’on conclut facilement des &quations pr&cedentes 
& 2 1 % 2 
a De Se 7; i 


& 
Pour passer ü l’öquation ?—pw—=1, il faudra distinguer le cas ou pa 
la forme 8a +1 et celui ou p= Su +5. 
Dans le premier de ces deux cas, A et k seront evidemment pairs 
l’un et Vautre et l’on aura 


() —p (3) m 





dou l'on conclut 
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h k ' 
(>+5v») =Tt+ruyp, 

les parties rationnelles et les co@fficiens de Yp etant &galds separdment. 

Lorsque p est de la forme Su+5, Ak et Ak seront impairs l’un 
et l’autre. En posant alors (k+Akyp)=h’-+hyYp et par consequent 
K=W+35phk, K=3hhk+pk, on aura l’equation 

N—pl” = —#, 

Il est facile de voir que les nombres A’ et k’ sont Yun et l’autre divisibles 


par 8. Il suffit, pour s’en assurer, de les mettre sous cette autre forme 


en ayant dgard a l’equation (6.) 
W=4h(pR—1),, KmAkR+1) 
L’&quation pr&c@dente deviendra donc 
h' 2 k' 2 
Cie dr 7 Euer 
d’ou Fon deduit la solution de l’&quation ?—pu=1, en posant, comme 


plus haut, My j 
(> +75 Y») =t-+uyp. 
Consid“rons en second lieu le cas ou p est de la forme 4443, 

Dans ce cas, les co&@fficiens des termes ü @gale distance des extrömes 


un 
22” et —? du polynome Y ont les m&mes valeurs numeriques avec des 


signes Opposes, de sorte qu’on peut mettre ce polynome sous la forme 
Y= !("”—1)+ar(a" ?—1) +22 —1)+..:., 


—o nn 
‘ 


en posant pour abreger m = ar 
Et comme en attribuant äl’ind&terminde x la valeur particulierey -1,on a 


= —(dy-N), sa) = —(4Y—1), 
ah) I y—, a —1) = 1i+Y—i etc. 


ou 
a—1= —(l—y—i), x(z&"—1) = 1—yY—1, 


x (art —I)= 1i—y—i, (1) = —(l—yY—1) eto. 
suivant que m a la forme 44.43 ou celle-ci 44 +1, ou ce qui est la 
mö&me chose, suivant que p a la forme Su-+7 ou 84-3, on voit que le 
polynome Y deviendra selon ces deux cas 

ga+v—) ou giU-v—i), 
g designant un entier rdel. Quant ä l’autre polynome Z dont les cocf- 
firiens &galement distans du commencement et de la fin sont &gaux, on 


trouve d’une maniere toute semblable, qu'il se reduit pur z = y—I1, 
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ala forme Al—y—1l) ouä celle-ci Ai+y-—1), suivant qu’on 4 
p=8u+7 ou p=Su+3, A designant pareillement un entier reel. 

Il r&sulte de lü et de ce que Ton a @evidemmet X\= y—1 pour = 
yv—1, que l’&quation 4X= Y’+pZ’ deviendra dans cette m@me supposition, 
gAty—-D’+p#liFyv—V’ =4y—l, 
les signes superieurs ou infCrieurs ayant lieu suivant que p a la forme 84 +7 

ou celle-ci Su +3. 

L’&quation pr&c@dente est Equivalente ä celle- ci 

7. pp" = +2, 
qui est done toujours resoluble et de laquelle on passe facilement ü P’&quation 
e—pu’=1 en posant (4+/iyp®’=?2t+2uyp, ou tet u seront des 
entiers, 9 et A etant evidemment impairs. Pour exprimer ensuite g et A par des 
fonctions circulaires, l’on posera = y—1 dans l’Equation (4.) et l’on com- 
binera le r@sultat de cette substitution avec l’Equation (7.) 

On voit que la solution que l’on vient d’indiquer, n’est qu’un corol- 
laire tres simple du theoreme dü ä Mr. Gaufs et d’apres lequel le poly- 
nome 4X peut toujours &tre mis sous la forme Y?FpZ, p etant un nombre 
premier. Pour &tendre la m&me solution au cas general ou p est un nom- 
bre compose, il faut donner une plus grande dtendue au theoreme cite. 
Cette generalisation ne presente aucune difficultE et peut se deduire des 
prineipes sur lesquels repose l’analyse de Mr. Gaufs. C'est pourquoi je 
me contenterai d’indiquer le r&sultat pour le cas d’un nombre compose& de 
deux facteurs premiers, Les lettres p et g designant deux nombres pre- 
miers impairs dillerens, on trouve que la fonction entiere 


(er 1) —1) 
8. 4 (a? —1)(&9 —1) 


peut toujours se mettre sous la forme Y?FpyZ’, Y et Z designant tou- 
jours des polynomes, dont tous les co@fhiciens sont des entiers, et le signe 
superieur ou le signe inferieur ayant lieu suivant que le produit pg a la 
forme 44+1 oucelle-ei 44 +3. Cette decomposition r&sulte comme dans 
le cas particulier d’un seul nombre premier, dela distribution des racines de 
l’&quation que l’on obtient en Egalant l’expression (8.) ü zEro, en deux groupes, 

Voici un exemple de cette d@composition. Faisant py=3, g=11, on aura 


(1) (21) _ a 
4 a = 32%, 


2" — HS +52 +22 +42 +20 +5 HS —a +2, 
x + +20 +2 Ha’ +r 








Yy 
Z 














- 
7 
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17. 


Sur les expressions du reste de la serie de Taylor. 


(Par Mr. Chr. Jürgensen, de Copenhague. ) 





O. sait que Lagrange et Ampere ont donne deux expressions diverses 
de la fonetion, qu'on doit ajouter en se bornant ü un nombre limit“ de 
termes dans la serie de Taylor. 

La premiere de ces expressions resulte de la diff@rentiation de 
l’&quation 


(z 
1 


fz = fe +f' 2 +f"® 


En effet, en differentiant par rapport a x, et integrant ensuite, on 











)* In. (z — a 
L Te ++tf u 7; 2 ee 


« 
‘ 
[Zi 


aura la valeur de Q, qu’on peut €crire ainsi 


N 
r x EEE WERT Te 
Il est facile de lui donner les formes, sous lesquelles on la ren- 
contre dans les &erits de Lagrange, Laplace et Lacroi.. 
La seconde expression, celle d’ Ampere, est formde par l’Climination 
de P, P', P', .... P"!) entre l’&quation identique 


f:=fe+P(—r), ou pP= ZJ2 


z— X 





et ses derivees par rapport ä x, jusqu’a l’ordre 2, lesquelles sont de la 


forme | | 
a 0=f"z+P"(—a)— np, 


Ou a ainsi 





mn (z—z)"t 
« — (n) 
.. O P Te 


Comparant les deux &quations (1.) et (2.) on a 
(z— aY"t+1 


en), ET g (n) N a 
J. / 7.2.3 os+P 1.2.: =(, 


M oo. AM Pi a 


Equations facile ü verifier, soit en observant que la derivee de («.), mul- 








4 7 / \n 5 En . . 5 
tipliee par (3— x)" peut s’eerire ainsı: 
( ı (- __ Den) /n a\ntij! Y 
ea + PO Rat = 0, 


soit en developpant P” et Ir s@—s' cs par les formules connues 


Cielle's fournal d. M. Bd. XVII. ft. 3. 38 
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a (W.V ‚, 0" ui on—2 
- 7 ’—_W SE+ m pr PR. 2 2) a ET TGORR 


ri Vor = W/Vov —w /[var”+ wNres—... 


ce qui forme en mä@me temps des d@monstrations simples du theoreme 
de Taylor. 


Du reste, le proc@de d’Ampere, qui contient une diff@rentiation re- 








petce, correspond ä celui de d’Alembert, qui par lintegration n fois repeteo 
de f"'(cs-+h), ehaqıte fois depuis A = 0 josqu’ü h—= h, conduit ü la serie 
de Taylor et a l’expression du reste de la serie au moyen d’une inte- 
grale multiple, qui se transforme dans une int@grale simple. 

La maniere ordinaire dont on d@emontre le theor&me de Taylor a 
aussi lavantage de conduire direetement ü l’expression du reste, ainsi 
qu’on va le voir, 

Supposant 
at+ßxe + yet... tra rar +ßcHtYVRrt... rel”, 
u ß Ye 1, a, PB, Y, »... A’ Etant des quantitds constantes et 4, !’ 
deux fonctions de x telles que e=0 donne Zr=0 et !zr=0, on de- 
montre aisement we a=u, B=P',...1=N\, t=t.. 

C'est le prineipe des coefficiens indetermindes. En Yappliquant au 
developpement d’une fonction fractionnaire 


FZ = at+bı+tcea+....t+ za”, 


wa 
® et b etant des fonctions rationnelles et entieres, et x une fonction telle 
que z=(U donne s=(0, on trouvera la valeur de z au moyen de l’equa- 
tion {=f', qui dans ce cas est du premier degre. Si l’on d@veloppe une 
fonction de la forme Y(Dx), ® etant rationnelle et enticre, on aura une 
equation =’ du second degre, et ainsi de suite. 

Pour le developpement d’une fonction quelconque de z-+y suivant 
les puissances ascendantes de y, cette @quation est aux differences partiel- 
les entre 2, x et y. En effet, si l’on suppose 

fe+ty) = lfe+tpy+aytryt...tey’+ey"t, 


P> 6 +... © etant des fonctions de x ety, ona 
fztpyteiytryt...+0y" +(& rt 
0x 
= p+ gy+äry+... +rRey+a+Dey+ (2), 
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ce qui donnera les valeurs de p, 4, etc. jJusqu’ä 


I") x 
a 


et ensuite pour la determination de = l’&quation aux differences partielles 





o = 


Pr 


E_ + (22), = (n+l)z+ ()r- 


Pb 6 VOR 0x cy 
D’abord il est aise de voir, que cette equation est satisfaite par les va- 





leurs de z, qu'on tire des @quations (1.) et (2.). 
Pour cela, en €crivant dans la premiere x -Fy au lieu de =, Saisant 
=r-+y[i—t] et divisant par y”*, ona 
% . 


1 \ 
z =/ Fr&e+yrtl—t);sz ol. 


Substituant cette valeur dans l’equation 


fr). ( Ö :) E )] ' 
: — in | =— = (nn > 
EB u, 0x Oy s +1 


I PR 





.„..:RA 





on trouve 





fet)x HS PR @H rt 


EEI.;, 
/ h n }) E er n 
” af” FI IE  6 


. . ’ . 
qui, en integrant par parties le second membre, par rapport au facteur 
t" ot, se reduit a 
fr) gti f 10% 
’ u 


= f’"(scH+ryl ı1—1))- 2.3, 


MR 2 u „e..;tN e == 


equation identique, 
De la seconde expressioa ci-dessus on tire 


N, = — fx ) 
G” 


u ne Be 1 

















2 = rl. 
2.3 


5, ,n.dx 


u etant = r-+y. Sil’on ne fait varier x qu’autaut quil est conten dans 


= 5) 
8x . OY ’ 
donc, en faisant varier en meme temps fx et x, on obtient 


Ani (7 = 
Fa 4 SE ke u—xr 
Eu dy 


u, ona 








Substituant dans F’equation differentielle, on trouve 
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aut Su—fx zn Su— fx 
las / B er Ben j v— {c 
[ ” x + u u _ / a ti — (m +1) c ag” 3 


equation identique en vertu de l’Equation (a.). 
En integrant l’equation lindaire 
a. Ey fir+l) 
y (==) — ar —= (n+1)z — —— 
0x “\oy (mr2) 0 Fe: PO" 


* « “ 
suivant les regles connues, on obtiendra 


1 (c—a)" frtd)g . 
a ==> |/ 9 ) x +0], 


(c— a)"T! IR DRr: FARBE 
« . . \ .s (4 . Y Fr 
ou l’on fera apres Fintögraton e=r+y et Ü=De, D designant une 
fonction arbitraire. On peut donner ü cette expression la forme 


1 ax (ty ein ft S . : 
ss = — or |/ ur 376; os+Plc+ »] . 


xy a  " 














Puisqu’on doit avoir zy"*"=0 lorsge y=0, et que lintegrale 
delinie s’@vanouit dans la m&me supposition, on aP®=0, d’oü, en faisant 


s=r-+yli-i], 





1 n 
ide t 
z =/ FH’ (e+yrfi—t]) —, et, 
’ 2 1.2.0..ı0n 
ce qui revient au theoreme de Lagrange. 


25. Juin 1837. 











18. Lobatschewsky, geometrie imaginaire, 295 


18. 
Geometrie imaginaire. 
(Par Mr, N. Lobatschewsky, recteur de l’universit@ de Cazan. ) 





I: ya ä peu pres cing ang que j’ai fait inserer dans un journal scienti- 
fique qui paraissait ä Cazan, quelques articles sur les el&mens de la geo- 
metrie. Apres y avoir d@veloppe@ une nouyvelle th@orie des paralleles, j’ai 
täch@ de prouver que rien n’autorise, si ce ne sont les observations di- 
rectes, de supposer dans un triangle rectiligne la somme des angles @gale 
a deux angles droits, et que la geometrie n’en peut pas moins exister, si 
non. dans la nature, au moins dans l’analyse, lorsqu’on admet !’hypothese 
de la somme des angles moindre que la d@micirconference du eercle, Dans 
les articles cites j’etais m&me parvenu, par des consid@rations toujours g&o- 
metriques et ne m’appuyant que sur cette nouvelle hypothese, ä donner 
des @quations fondamentales pour le rapport entre les cötes et les angles 
d’un triangle rectiligne; enfin j’ai donn& aussi les expressions gendrales pour 
les el&mens differentiels des lignes courbes, des surfaces et du volume des 
corps dans cette g@ometrie nouvelle que je veux nommer imaginaire. Ce«= 
pendant resserr€ alors dans les limites d’un journal, je ne crois pas avoir 
traitdö ce sujet avec tout le detail n&cessaire, Je m’apercois ü prösent que 
beaucoup de propositions que j’y ai annoncces sans en donner en mäöme 
tems les d&monstrations, et le peu de developpement qu’on doit r@mar- 
quer d’abord dans des calculs fort longs et embarassants, n’ont peut etre 
que trop contribu& ü rendre inintelligible tout mon travail et ü jeter m&me 
du doute sur la verit@ de ce que je voulais y Enoncer. Mais si d’un cöte 
je ne desirais revenir sur cette matiere qu’en &erivant dejü d’apres un plan 
un peu plus etendu; de l’autre je me suis rdsolu ü soumettre encore une 
fois au jugement des savans les r@sultats que j’ai obtenus, en les verifiant 
d’une maniere nouvelle. C’est en rebroussant pour ainsi dire chemin et en 
partant d’abord des &quations fondamentales que je tächerai d’introduire 
leur adoption dans la geometrie et de mettre hors de doute quils puis- 
sent jamais mener a une absurdite, sous quelque rapport que ce soit. 
Crelle’s Journal d. M. Dd. XVII, Hft. 4, 39 
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Soit e la base des logarithmes naturels, 7 le rapport de la circon= 
ference du cercle a son diametre. Designons par « un nombre quelcon- 
que positif et qui represente en m@me tems la longueur d’une ligne droite; 
a’ un angle >0 ’ < 77 qui en d@pend et dont la valeur peut @tre caclu- 
löe au moyen d’une de ce trois @quations identiques 


u cos«' = anne. ct!!! = e 
ea+1? "ee t1? 0 2 — ® 


Nous continerons de m@me ä accentuer une lettre pour designer 


sind = 


un angle qui en döpend de la m@me maniere que «’ derive de a. 

Soient a present p, g deux cötes d’un triangle rectiligne rectangle ; 
P, Q les deux angles opposes,  P’hypothenuse. J’ai d&montr& qu'’en sup- 
posant P+-O<ir,ona 


1. sin?‘ = sinp’ sing‘, 
2. sinr’ —= tangP tang Q, 
3. tangr’ = tangp’sinP. 


Ces trois &quations, independamment de ce que p‘, g', r', P, © 
sont sensces deja y representer, peuvent ötre regarddes comme autant de 
conditiens qui limitent le nombre des inconnues arbitraires. 


La combinaison de la premiere avec la troisieme nous donne 
cosr'sinP = cosp’ sing’. 
Apres avoir dlevd cette nouvelle @quation au carre, si on y met la valeur 
de sinp’ tirde de l’@quation (1.), on a 
4. cosg’ = cosr’cosP 
sans ambiguite des signes A cause de tous les angles aigus, 
En eliminant r’ des €quations (3.), (4.) on aura 
9. tangP = cosp‘ tangg”. 
En faisant la m@me chose dans les @equations (2.), (3.), on trouve 
6. sinQ = sinp’cosP. 
Des &quations (2.), (4.) derive encore une nouvelle @quation 
tangr’ = tangg’ sin Q 
qui est par rapport ä 9’, Q@ ce que l’&quation (3.) est par rapport a p', P, 
et dont les combinaisons avec les deux premieres (1.), (2.) fourniront des 
equations semblables ü (4.), (5.), (6.) ou l’on n’a dans ce but qu’ä chan- 
ger les lettres p‘, g', P, @ contre g‘, p', Q, P. 
Il suit de cela que les trois dquations (1.), (2.), (3.) une fois ad- 
mises comme appartenantes ä un triangle rectiligue rectangle dont ?, g sont 
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les cötes, r Pbypothenuse, P, Q@ les angles opposces a p, 4, toutes les 
six Equations (1.), (2), (3.), (4), (5.), (6.) y appartiendront de m@me 
telies qu’elles sont, ou avec le changement correspondant des lettres dans 
celiles de ces dquations qui ne sont pas symmetriques par rapport aux 
quantites p', g', r', P, Q. 

Soient ü present! a, b, c les trois cötes d’un triangle rectiligne quel- 
conque; A,B, C les angles opposces ü ces cötdcs. Supposons d’abord que 
A<tr, B<;r (Fig. 1.), parcequil y aura toujours au moins deux 
pareils angies parmi les trois angles A, 3, ©. Du point d’intersection com- 
mun aux lignes a, b, menons la perpendiculaire x a la base ce du triangle, 
et nommons y la partie de ce coupee du cötd de langle A, c—y=: 
celle du cöt@ de langleB. Dans le triangle rectangle dont les cötds sont 
b,x, y on a d’apres l’equation (3.) 

tang b’ = tang x’ sin A. 
De la möme mani£re dans le triangle dont les cötds sont a, X, z, nous avons 
tanga’ = tang x’ sin D. 
D’ou il suit que 
7. tanga’sinA = tangdb’ sin D. 
La m&me chose eüt &t@ trouvde si l’on eüt suppose lun des deux anple: 
A, B, obtu. 
Dans le triangle rectangle dont les cötes sont db, x, y. on a encor 
d’apres V’@quation (4.) 
cosy’ = cosb’ cos A, 
d’ou Von tire 
y — 1-+- cos bes d 
1— cosb’ cos A 


D> la möme maniere dans le triangle rectangle dont les cötce sont a, «x. >, 





on trouye 
a __ 1-+ecosa’cosB 


© 
1— cosa’ cos B 





Par consequent 
8 De (rer) ( + cos b’ cos 4 


1 — cosa’cos B/ \L — cos b’ cos A 








Si un des angles A, B, par exemple A est obtu (Fig. 2.), la per- 
pendiculaire © coupera le prolongement de la ligne ce a la distance y du 
sommet de langle 4, et ü la distance s=c-+Yy du sommet de langle 3. 


Dans ce cas on aura donc 
cosy' = — cost’ cos 4, cosz’ = cosa'cosB. 
39° 
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puis 
2 „_. 1—ecosb’c0osA az __ 1 cosa’cosB 

— 1+cosb’cos 4? — 41—cosa’ cos B* 
En r&unissant ces deux @quations on a de nouveau l’@quation (8.) qui se 
rapporte ainsi ü tous les triangles en general et peut encore se presenter 
sous cette autre forme: 


e 








(e?— 1) — (e?°+1) eos b’ cos A 
el — (e?°—1)cosb’ cos A 
ou bien d’apres la notation adoptee 





cosa’cosB = 


cos c’— cosb’ cos A 
1 — cos b’ cos c’ cos 4° 
En y mettant la valeur de cos 3 tirde de l’&quation (7.), nous avons 
cose’— cosb’cos A \? 
1— cosb’cose/ cos ) e 


9. cos «'cosB = 








cos a” —sin a” sin A’cotb”? = ( 
D’ou il suit que 


. ’ ’ 1 — cosb'? cos A? 
12 2 FEN in 12 
u otb”) = 
sin a””(1-- sin A? cotb”) u ar 3° 
Apres avoir multipli cette &quation par sin 5” et divisde par 1 — cos b’? cos A}, 


si lon extrait la racine carree, on aura enfin l’&quation 








sin b’ sin c? 
10. —— — 1—.cosd’cosc’ cos. A. 
sın a 
Le produit de cette @quation aveo l’@quation (9.) donne celle=ci 
cot «cos Dsin d’sinc’ = cosc’ — cosb'cos 4, 


qui apres la substitution de la valeur de cot«’ tirde de l’Equation (7.), se 
change en | 





11. cot Bsin Asinc’+ cos A— uns == 0), 
d’ou on deduit 


cos c’ 
eos Bsin 4 sin c' + cos 4° 


D’apres l’&quation (T1.) on a encore dans le m&me triangle 
cot C’'sin A sin 5’ + cos A— er 0 


cos c’ 








et apres y avoir substitu& la valeur de cosd’ qu’on vient de trouver, 
cot Csin A sind’ + cos A — - 


cot Bsin Asia c’ + cos. 4° 
On en deduit l’&quation 


cot sind’ = 





sin 2 — cot Bsin c/cos A 





cot B sin A sin c' + cos 4? 
qui divisce par la valeur de cosd’ donne 


cot.c’ cot Ü tangb’ = sin A— cot Bin c’ cos A. 
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En y substituant la valeur de tang D’ tirdede l’@quation (7.), apres y avoir 
change prealablement les lettres «', A contre c‘, C, on a 

since’ cos = sin Asin B— cos B sinc’ cos A. 
En divisant cette equation par sinc’ et en changeant conv&nablement les 
lettres, on a enfin 


12. cosA+tcosBcosC = 


En y rassemblant toutes les @quations (7.), (10.), (11.), (12.) nous avons done 


sin Bsin C 


siua’ 














tang a’ sin A— tang b’' sinD = 0, 
/ y , sind’ sinc’ 2 

cos A cosb’ cosc’ + en 120, 

13 r r 08 c’ 

j cot A sin B since’ +cosB — — —_0 

cos a’ ’ 

in D sin C 
cos A+cosB cos C — — — 0: 

S a 


quatre &quations ou les lettres a‘, 5’, c’ peuvent se permuter en meme 
tems que leurs correspondantes A, D, C, et fournir de cette maniere 
15 equations qui toutes se rapportent a un triangle rectiligne dont les 
cötes a, db, c sont arbitraires. 

Il en suit que si du nombre de ces 15 @quations on n’en choisit 
que trois a volonte et de maniere seulement qu'elles puissent servir ü de- 
terminer trois inconnues parmi les six quantites a, d, c, A, B, €, lors- 
que les trois autres sont regarddes comme donndes, les 12 &quations re- 
stantes y seront deja comprises d’elles-möme. Donc pour ravoir toutes 
les 15 @quations dont nous parlons,” on n’a par exemple qu’ä garder la 
seconde seulement et larapporter ü tous les angles A, B, C indifferemment, 
Pour ne laisser pourtant aucun doute sur cela nous allons le d@montrer 
comme il suit. 

Sion met «y—1, d’y—1, yY—1 au lieu de a‘, D’, c' et ensuite 


;  vV—ltange, yvol.sina‘, 











c0Sa 
au lieu de 
sin «, cos«', cot«', 

les equations (13.) se transforment en 

sin A sin-B 

r FE o = 0, 
sin a’ sın b/ 
14. 2 cos A sind’ sin ce’ + cosb’ cosce’— cos«a’ = 0, 
cos A sin B+ cos B cosc’ — cota’ since’ = (0, 
cos A+cosB cosC— sin D sin C cos«’ = 0, 
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Ge sont les &quations connues de la trigonometrie spherique et dont 
la vöritd, comme je lai prouve dans les m&moires citds, est ind&pendante 
de Fune ou de l’autre hypothese sur la somme des angles dans un triangle 
rectiligene. Or on sait que la seconde des @quations (14.) rapportde aux 
trois angles 4, D, C, fournit ü elle seule toutes les autres pour un triangle 
epherique; il doit done en Ötre de meme avec les &quations (13.) qui 
toutes derivent ainsi de la seconde d’entre elles.. Apres cela nous nous 
eroyons en droit d’avancer que ce qui sera prouv@ pour cette seconde 


quation, le sera de m&me pour les trois auftres @quations (13.). 
Recherchons maintenant, si les Equations (13.) suffisent pour tous 
les triangles rectilignes possible. Or pour qu’un triangle rectiligne puisse 
exister, independemment de toute hypothese sur la somme de ses angles, 
on n’a qu’ä satisfaire a ces deux conditions: 1°. Les trois cötes peuvent 
ötre arbitraires, pourvu que la somme de deux cötes surpasse en gran 
deur la troisic'me; 2°. Deux cötes et l’angle entre eux peuvent ätre arbi- 
traires. Cette derniere condition est deja remplie dans la seconde des 
Equations (13.), qui nous donne sur le champ 
sin b’ sin c/ 





RR 1— cosb’ cosc’ cos 4” 
Or il est elair que 
1 + 2sin 3 A? cosb‘ cos c’ > cos (b’— c') 
et puis en soustrayant des deux cötes cosdb’cosc’, on a 
1— cos b' cose’ c0o8 A > sind’ sinc‘. 

Done sina’<“1, done la formation du triangle est possible quels que soient 
les cötes b’, c’ et leur angle d’inclinaison A. 

Pour verifier Vautre condition, nous commengons d’abord par poser 


la valeur de a 


“ 
coA = — 
sin a’ ° cos b’ cos c’ ’ 








qu'on tire aisement de la seconde des &quations (13.). Apres y avoir 
substitud les expressions pour les lignes trigonometriques, nous avons 
(ed +e?)(e te) —2(e® + e”°) 

(ed — er?) (e — ee‘) 
D’ou lon deduit en y mettant a =b—c-+uw: 
(erw ae 1) (erw _— {} 

(e° —1)(e°— 1) 





csoA = 





COS 3 4? oo 


Supposons que Öb > 0, et soit 
F=14ß, Fei+y, e=1ts, 








we 
-. 
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de sorte qu’on a necessairement 


Apres cela on trouve ces deux expressions pour cos} 4’: 


4 = (1-)[1+ zur: 
Ö? 


1 
co1iA’ — 1—) I — en 
„ — 765 Pr(d+0) ’ 
dont la premiere nous demontre que coszA?>0, et la seconde que 
cos 34’<1; par consequent la valeur de A aussi bien que celle de et 





de € sont reelles. 

Pour faire voir quelle est la somme des angles dans un triangle 
rectiligne, que les @quations (13.) supposent, nous allons la calculer de la 
maniere suivante. Reprenons la valeur de cos$ A? apres y avoir mis 


s—a+b-+c. Nous aurons 
(e?® —1) (e—1) 
(e? — 1) (ei — 1) 





cgal4’ = 


puis 
ua M m es-?a (e°—?> — 1) (ee a 1) 
n Fe n 


Apres cela on trouve aisement 


l 


























| ’ 
cs2Acos;B = 1 e®sinIC, 
ee , 
sn3Asin;B = ee siniC, 
ee? _1 a 
sin2AcosiB = ei 70. 00820, 
ur 
cso2Asn!B — d&>?- gr end C, 
e? e 
I — es £ +>e 
cos2(A+DB) +1 sin1C, 
2 ‚„er@-te —D 
sin$(A+D) = Fa] cosi(, 
1 a)(1--e . 
co A+B+C) = N urldin ) &sin2C 0081. 


En mettant dans cette derniere Equation les valeurs de sin2Ü et de cos! 
d’apres les formules pour sin3 A, cos# A, on obtient 
V[(e c 1) (es—2a En 1) (es-25 um 1) (er=?e —1)] 





I —— 
hai nie, EFDELFNECHN) 
expression dont la valeur est toujours reelle, comme nous l’avons 
prouv& pour A, B, © separ@ment, et qui ne devient jamais z&ro ä moins 
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que deux cötes du triangle ne coincident aveo le troisieme., Donc 
A+B-+ (<a. 

Passons ü present ü la maniere de mesurer les lignes courbes, les 
surfaces et le volume des corps. 


Si l’on suppose les cötes a, d, c tellement petits qu'il serait per- 
mis de se contenter des valeur approchdes de 


sin« = 1—1!«, cosa’ = a, 
les @quations (13.) deviennent en ce cas 


bsn A—asnB = 0, 
= %+C—2bccosA = (, 


sin (A+B)— — sin A zu Q), 
cos A+cos(B+Ü) = 0, 


dont les deux premieres sont celles que la g&ometrie usitee admet pour 


15. 


les trianples rectiligaes. Les deux dernieres, si nous y remplacons — sin A 

par sin € d’apres la premiere &quation, ne demontrent autre chose que 

la somme des angles dans un triangle rectiligne est A+B+-l=r. 
Apres tout cela je me crois en droit de conclure: 

1°. Dans la theorie rien ne s’oppose d admettre que la somme des 
angles d’un triangle rectiligne soit moindre que deux angles droits; 

2°. Dans Uhypothese de la somme des angles d’un triangle moindre que 
deux angles droits, les equations (13.) peuvent Elre substituees aux 
eyualions ordinaires (15.) sans mener jamais a quelques resultats ab- 
surdes; 

3°. La geometrie imaginaire est congu sur un plan plus general que 
la geometrie usitee qui n’en est qu'un cas particulier, el qui en derive 
dans la supposition des lignes exträmement petites; de sorte que cette 
derniere geometrie n'est sous ce rapport qu’une geometrie differentielle; 

4°. Les valeurs des elemens differentiels des lignes courbes, des sur- 
faces, et du volume des corps sont les mömes dans la geometrie ima- 
ginaire et dans la geometrie usilee; 

5%. Z’hypothese de la somme des angles d’un triangle moindre que deux 
angles droits ne peut avoir d’application que dans lanalyse, puisque 
ies mesures direcles ne nous montrent pas dans la somme des angles 
Tun triangle la moindre deviation de deux angles droits. 








7? 
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JFai prouve ailleurs, en m’appuyant sur quelques observations astro- 
nomiques, que dans un triangle dont les cötes sont de la m@me grandeur 
a peu pres que la distance de la terre au soleil, la somme des angles ne 
peut jamais differer de deux angles droits d’une quantit@ qui puisse sur- 
passer 0°',0003 en secondes sexag@simales. Or cette difförence doit @tre 
dautant moindre que les cötds d’un triangle sont plus petits, 

Pour donner quelques exemples de lapplication de la geom£trie 
imaginaire, je veux reproduire ici, et möme d’une maniere nouvelle, les 
expressions pour les &l@mens diflerentiels des surfaces et du volume des 
corps. Je dis d’une manicre nouvelle, car dans mes premiers €crits, comme 
je lai deja remarque, je n’etais parvenu ä ces expressions qu’a Taide de 
considerations purement göomeötriques; au lieu qu'ici je ne veux me ser- 
vir que du principe d’identit@ des portions El&ömentaires de Vespace dans 
les deux g@eometries. Mais pour atteindre le but que je me propose, jlai 
besoin d’une proposition que je vais demontrer. 

Soient £, y deux cötes d’un triangle rectangle (Fig. 3.), ” son hy- 
pothenuse; u, B les angles opposds & z,y. On aura d’apres les equations 


(1.), (&), ©.): 


6. sin?’ —= sinx’siny‘, 
17.  cosx’ = cosr'cosß, 
18. tangß = cosy’tangr‘, 
19. tanga = cos’ tangy. 
Dans le plan des © et des y menons & perpendiculairement a x et du 
meme cöte que y. Du point d’intersection commun a y et r abaissons 
la perpendiculaire 7 a &, de sorte que les lignes y, 2, &, 7 forment un 
quadrilatere dont les trois angles entre y et ©, entre x et & entre & et y 
soient des angles droits. Dans le triangle rectangle dont les cötes sont £, 
7, Vbypothenuse 7, nommons ‘ langle oppose ä &, tandis que l’angle op- 
pose ü n sera 37—f. D’apres les &quations (1.), (4.) et (5.) nous auron: 
comme tout a l’beure: 
20.  sinr’ 
2l. cos? 
22.  cotß 
23. tangy 


Cependant les &quations (16,) et (19.) nous donnent 


an 

cos<S 

o WPD. 
tang reg 


Crellae’s Journal d. M. Bd. XVII. Rift. 4. 40 


sin &’ sinn‘, 
cos r’ sind, 
cosy'tang?’. 
cos &tangn'. 


Mu 
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En comparant cette valeur de tang avec celle que les &quations (18.), 
(22.) supposent, nous avons 
24.  cos2’ = cosy' sin’, 
25.  cose = cosy’sinz'. 
Et en comparent la valeur de sinr’ dans les &quations (16.) et (20.), 
26. sind siny‘ = sinz’ siny”. 
En eliminaut ensuite &' des dquations (24.) et (25.), nous trouvons 
27. tangy’ = sin y’ tang.r”. 
Enfin les @quations (19.), (23.) nous donnent 


cos a’ tang y’—+- cos &’ tangn’ 


tang (a + Y) = Mia sheet, Bern u 


1 — cos’ taugy’ cos&’tangn'? 





equation qui, apres y avoir substitu@ les valeurs de cos?’ et de tangı) 
tirces des Equations (25.) et (27.), se change en celle=ci: 
aner „/ 
28. tang(a--y) = ._ . 

Partageons a pr@sent une surface plane S’ par des lignes y (Fig. 4.) 
perpendiculaires a laxe des x, de sorte que la distance de deux y con- 
sccutives soit mesurde par la diff@rentielle dx sur laxe des x. Partageons 
encore chaque portion de surface interceptde entre deux y consdcutives, 
par les lignes x perpendiculairs üä y et mendes l’une de l’autre a la di- 
stance dy mesuree sur la ligne y. L’element de surface quadrangulaire, 
interceptce entre deux y et entre deux %& consecutives, sera le produit de 
son eötd dy par le cöt& adjacent qu’on trouve d’apres Pequation (27.) 











4 « dx 0) - 4 
egale a z = u Ainsi cet El@ment sera 
n dxdy 
d’s = en 
sın y 
Integr& par rapport ä y depuis y=0, il devient 


29 dS = dxcoty‘, 
Par exemple dans le trapeze que nous avons consider@ plus haut et 
dont trois angles sont droits, nous avons eu l’Equation (25.) 
cos£ = cosy'sint’. 
Par consequent 





cos&.,dx 
= V (sin 2’?— cos $?) 
ou bien 
FERNER dx’ cos’ 





sin a’ V (sin x’? — cos $*) 
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Et en int@grant par rapport a 2’ depuis 2=0 ou z’=}!r, nous obtenons 
S = — are cos (cot£’ cotx’) + }7, 


ce qui donne 
cot &cot.x’ 


V (1— cot&* cot a?) j 
En y mettant la valeur de cos?’, ona 
tang S = cosz’ coty’. 
Cette expression pour tang S comparde avec celle de tans(«-+-y) dans 
l’&quation (28.) fait voir que la surface du trapeze S est &gale A lexods de 





tangS = 


z sur la somme de ses quatre angles. J’ai d@montr& ailleurs cette propo- 
sition au moyen des constructions geometriques, On prouverait de m@me 


a 


que la surface d’un polygone est @gale au produit de 537 par le nombre 
de ses cötes moins la somme de ses angles. 

Si P’on rapporte la position d’un point de la courbe ä deux axes 
perpendiculaires qui se coupent ü l’origine des coordonnces, et qu’on nomme 
y Vordonnde perpendiculaire ä laxe des x (Fig. 3.), 9 celle qui est per- 
pendiculaire a l’autre axe, celui des &, on a en m&me tems d’apres Te- 
quation (29.) 

dS = dzcooty‘, dS = d£cot. 


Donc en £galant les deux valeurs de dS et en integrant, on obtient 


30. fax coty’ = fa = cotn, 


pourvü que les deux intdgrales s’ötendent ä toute la surface comprise 
entre la courbe et les deux axes des coordonnces x et &, d’est-ä-dire que 
les intögrales doivent commencer avec <=0, &=0 et fnir avee y=0, 
„=0. La d@ependance mutuelle des quatre variables sous les signes d’in- 
tÖgration, est exprimde ici par les @quations (25.) et (27.) 

3l. cos? 


= cosy’sinz,, 

32. tangy’ = siny’tangr”. 
Pour prouver analytiquement Videntit@ des deux int@grales (30.) qui 
y IE, , » ® ...0 .‘* Pe | ” [4 - , Bi. u . 
n’a ete Etablie jusqwici qu’a laide des considerations geometriques, on n’a 


qu’a remonter a la double. integrale 


s=// u 
sin} 





dont nous sommes partis, ou bien a u ER 


en // dx’ dy’ 
— 2 ur zn 
N sın ac’ ® sivuy'? 
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Effectivement, en diflerentiant P&quation (31.) par rapport ä x’ et &, 
nous avons 
— sing dE = cosy’ cosı’ dx‘; 


s er 
cos x’ siny'? ’ 
puis en eliminant ©’ dans les deux &quations (31.), (32.) 


iny' = je 
et en differentiant cette derniere @quation par rapport a x‘, Y', 


aprcs cela 





dy' 
—— cot!, 
ey ” 





cosy'dy' = 


Le valeur de dy‘ tirce d’iei et substitude dans l’expression pour S, nous donne 


’ £/2 In ‚12 
tang S’” c0S 7’ C0S} 18° An‘ 
— un ge di N» 
Jr cosxsın y 


Or les @quations (31.), (32.) produisent encore celle=ci: 
cos’ —= cosy' sin,  tangy‘ = sinn’ tangf', 
a Faide desquelles lintegrale se transforme en cette autre: 


, MW d&dn' 
Br sin &'* sinn‘? 
Ns dx’dy' N d&'’dn' 
sin x’siny’* ne sin & sin‘? 


En integrant d’un cöte par rapport üä y’ et de Vautre par rapport a n’ de- 
puis y=#7, 9" =37, on aura en Be 


I - E ‚coty’ = ir coty’ +C2. 


sin ac sin e 








Ainsi 











Pour faire disparaitre ici la constante on n’a qu’ü commencer la premicre 
intögrale par la valeur de ==%7 qui repond ä y„’=%7, comme le fait 
voir l’&quation (32.) et pour laquelle la seeonde integrale devient zero, 
tandis que =y. Ainsi 


da! / dz’ 
: oty=— — 7‘ 
FA sin oc’ , g sın $’ cotn 


Si la premiere de ces deux integrales finit avec y’ =*:7 ou, ce qui est 
I 2 2 ’ 
la möme chose, avec 2’=n', la seconde finira avec la valeur correspon- 


dante de & = 37. On peut done Ecrire 


% 
doc! = / 
55 cot y' . sin & & cotn); 











pourvü que les deux int@grales commencent aveo 2’= 37, E=37 et finis- 
sent avec y=!r, n„" =:7, ce quiil falloit d@montrer. 








.w 
u) 
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Dans un cercle dont le rayon est 7, on a l’&quation entre les coor- 
donnees 2, y d’apres l’&quation (16.) 
sin?‘ = sin’ siny'. 
Les coordonndes 2 prennent ici leur naissance au centre du cercle et 
sont mesurdes sur laxe des x, tandis que les coordonndes y sont perpen- 
diculaires aux z hors du centre et la ou les x finissent. On a done 


ae Yen ) 
cot) sin y’* 1); 
et apres avoir substitue cette valeur de cot y’ dans |l’&quation (29,), on aura 
l’elöment de la surface du cercle 


48 = de er _ 1), 


siny’* 








ou autrement 





Isa _ em Wr 1). 


sin x’ sin y'* 
En y mettant 
sin) = tangr’ cotz’, 
on @& 
cosıp? du 
48 = <A A 
taungr'?-+- sin ı‘* 





En faisant encore 
cot%sinr’ = cotJ, 


et en integrant depuis Y=0 et $=(, on trouve 
a ehe 


sin r’ 
En multipliant cette @quation par 4 et en posant x’ =r’, ce qui donne 
J=1!7, d=3%7, ona lexpression pour la surface du cercle 

48 = nl — ee), 
et si l’on differencie la valeur de 4,8 par rapport a r, on a la circonfe- 





rence du cercle 


33. 4 (2°) = Ir cotr'. 


On eüt trouvde la m&me chose, etant parti de l’expression 
2 dx? 
dene V(a + 


pour l’&l&ment d’une ligne courbe en general. 





Imaginons maintenant quun corps P soit divise en tranches paı 
des plans perpendiculaires a l’axe des x. Considerons une de ses tranches 
dont l’Epaisseur infiniment petite d.r et la distance au centre des coordonnees 
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x, soient mesurdes sur laxe des x. Dans le plan qui separe la tranche 
et qui est situd du cöt© du centre des coordonndes, du bout de la ligne & 
menons une ligne y et divisons la tranche en prismes par des plans per- 
pendiculaires a y. Le plan qui passe par = et y, dans son intersection 


avec un de ces prismes, produit un quadrangle qui sert de base au prisme 


dx 





et dont Yun des ceötes est Se) supposons que celui qui est dans la di- 
rection des y soit infiniment petit dy. La surface de la base sera donc 
dady 
sin y’ 


lenons une ligne & perpendiculairement ä cette base et partageons le 
prisme par des planes perpendiculaires aux 2. Deux de ces plans infini- 
ment rapproch6s et dont l’un estsitu@ ä la distance z de la base et l’autre 
ü la distance z--dz, enlevent dans le prisme une portion limitde par 


ix plans et qu’on peut avec toute rigueur considerer comme un paral- 








Iöpinsde dont les trois cötes perpendiculaires seront 
e dy dx 
dz, ® j 3 . Pe: ;® 
sız sın y Sınz 


Je produit de ces trois lignes donnera donc 


4 2ym dxzdydz 


sin y’sinz’*? 


element differentiel du volume du corps P. Liintegration de cette ex- 





pression par rapport ü y depuis y== 0, nous donne 


lacdz 
Ep _— - - coty‘, 


sin z’? 





mnnrnt 
18 Y 


dx’ dz’ 


sin a’ sin z’?3 





EP m coty’, 


Pour un globe dont le demidiametre est 7, on a 
sin?’ = sinz’siny’sinz‘, 


apres cela 











RP ch dx dz’ A 1 a 1 ) 


2 sinz‘* sin r‘? sin '* sin z’? 


Si lon y fait 
cot z’ sinr’ 
co: = - u : - 
un V (sin e’* —sinr‘*)? 





et «m’on intÖgrale ensuite par rapport a ‘/, on trouve 


dx’ sin x’ ı x En 
dP= 2b — sin? y)(1— .\. 


SI X 








#sinr‘* 
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En etendant cette intÖgrale de z=0 ä sinz’sinx’=sin r', o’est- 
a=dire d Y=47 ay=0, nous avons 
zda'sina’f sin r‘? 
dP= —_ (1-2), 


4siur‘? sin. ac’? 








et en integrant de nouveau: 


st “ 2 
P= 75, (cose'—sinr"logeotzx‘). 


En multipliant par 8 et en etendant cette intÖgrale au huitieme du globe, 
c’est-ä-dire de = !7 a z’=[r', nous avons enfin l’expression de 


ce volume 
35. P= }r7("—e”"—4r). 


Le developpement en serie, si on pousse l’approximation jusqu’ä 7’, donne 
P == irr, 

comme on l’a dans la geom£trie usitde, Si l’on difförencie lexpression (30.) 

de P par rapport a ” etqu’on divise par dr, on a la surface de la sphere 


a rayon 7 h 
( ) og 2 
(A) = meer). 


dr 

Considerons eucore un point dont la position dans l’espace soit deter- 
minde par des coordonnces 7, y, 2, de maniere que & soit mende du centre 
des coordonnees, que y soit perpendiculaire a x lü oü x finit, que 5 soit 
perpendiculaire au plan des xy au point ou y finit. Dans le triangle 
rectangle form& par x, y (Fig. 5.) nommons p l’hypothönuse, w langlı 
oppose ä y. Dans le triangle pareil dont les cötds sont p, & soit r I’'hy- 
poth@nuse, 8 l’angle oppose ü 2. D’apres les &quations (1.), (5.) on a ici 


sin?’ = sinp’ sing’, tangw — cosy’sinzr‘, 
sinp’ = sin x’ siny‘, tangd = cos 2° tangp’. 


Si lon veut donc exprimer 7, w, d par z, y, 2, on a les &quations 
sinr' = sinz’siny’sinz‘, 
n PER ! / 
56. langw = cosy’tangr', 
sind = —-sinz’siny’ cosz’ 
cosr’ Y 


et si l’on veut exprimer x, y, z par r, w, , on a 
cosr’ = cosr’ cosw cos}, 
cosr’ sin @cos d 





37. cot y‘ 


V(1—cosr‘? cos0?)? 
cotz’ = cotr’ sin. 
Eu faisant varier les angles #, » d’accroissemens infiniment petits dd, dw, 
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les rayons r, p d@eriront des arcs [voir l’dquation (33.)] 

dd cotr‘, da cotp‘, 
dont le second £tant divise par sing’ [v. P&quation (27.)], donnera Varc 
que le rayon r d’cerit a cause de l’acroissement dw. Le produit des deux 
arcs infiniment petits que le rayon parcourt ainsi, multipli& par dr, sera 
lel@ment differentiel du volume P du corps. Dono 


ini nf 
EP = drdwd}cotr' Z—L. 


sin z/ 
Mais dans le triangle dont les cötes sont 9, 2, Y’hypoth@nuse #, nous avons 
d’apres les Equations (3.), (3.) 
tangr‘ = tangz’sin®, tangd = cosz’ tangp‘, 





apres quoi 
33. PP= !drdwddbcod(e —e”"), 

On pourrait arriver a cette expression de d’P en partant de celle 
que nous avons donnee plus haut (34.) et en se servant des &quations 
(36.) ou (37.) pour la transformation des coordonnees d’apres une me£- 
thode bien connue, 


% 


Proposons nous äü present d’evaluer le volume d’un cöne ü base 
plane. Nommons % sa hauteur, c son aröte, et soit le pied de la hauteur 
en müöme tems le centre des coordonndes polaires, de sorte que r soit 
le rayon mend de ce centre ü un point de l’aröte, 0 l’angle que le rayon 
r fait avec la base du cöne, w langle que la projection de r sur cette 
base fait avec une ligne fixe dans ce plan, mence du centre des coordon- 
nces, $Boit encore Ü langle au sommet du cöne entre les lignes A, c. 

En integrant l’equation (38,) par rapport a r et depuis "= 0, 
nous frouVons 


an e : nf eosr’ n ö 
%. 2dP = osd7k—z —logeotzr)dwdb. 





Dans le triangle dont A, = sont les cötcs, ® Vangle oppose ü r, 
5 langle entre A, r, nous avons d’aprcs la troisieme des @quations (13.) 


cos h’ i 
cot p cos Ösinh’ + sin 0? 





cosr = 


apres cela 








n ( er ) cos h’ cos Ö (cot p cos sin Ah’ + sis Ö) 
"A\dwdG} 77 cotp cos Ösin h' + sin d)? — cos A’? 
cotıp cos G sin A’ + sin). — cos n 


cotg cos Ö sin h'’ sin d — sin h’ 





— 3.0053 log ( 
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Cette ©quation multiplide par dd et int@gr&e par rapport ä $ depuis d9=0, donne 
dP cos h’ sin h’cotp dO 
2 (52) nn (cot p cos Osin A’ +- sind)? — cos h’? 
cot p cos Ösin A’ + sin d + cosh’ 
cot cos Ö sin Ah’ + sin d— cos ) e 








— Zsin$ log ( 


Si on fait ici cot Psin 4’ = cot‘X et qu’on &tende Vintdgration jusqu’a d= 17, 
on a 


dP\ _ ‚nr 2 ie dOsinA*cotp a 1 -4- cos’ 
2 (=) — sinh'cos h ; log (3) 





























dw sin (d— 4)? — sin A* cos h’? 1— cosh‘ 
cos A cosh’ sinA? cos h’ 
{+ — —— 1-+ —— 
P 7 cos? lo V(1—sinA?cosh’?) cosAY (1—siu A? cos h’?) 
ar r 2y (L—cosh’? sin A®) 5 { cos2 cos h’ 4 sinA? cosh’ 
Y (1— sin 4% cosh‘?) cosAY (1— siu 4? cosh‘?) 
BEE: WEN cos } kan er Atcoshr’V (1 — sin A? en 
San 2y (1 — cos h‘? sin 4?) cos A— cosh’ V (1 —sin 2? cosh’*))* 


Cependant la valeur supposde de cotA nous donne 
i PP 
a 2 __ sinn ie. cos p sin A’ 
v(i—sinı cos h ) BE Y(1—cos (p* cos we)? cA= vi — c05p* cos h'2)* 
Apres quoi on obtient 
08 N h’ 
2 a = 2cos® log (= ae )— 


do cos p— cash’ 











Dans le triangle rectangle dont les cötes sont A, c et Tangle entre ccux- 
ci est ®, nous avons d’apres l’@quation (4.) 

40. cosh’ = cosc’ cos®, 
par consdquent 


4l. 2 () = ccsd® —A. 

Si la base du cöne est un cercle, les quantites ce et ® sont con- 
stantes. Dans ce cas lintegration par rapport ü w depuis » = (0) jusqu'ü 
„»=?27 donne le volume d’un cöne droit a base circulaire 

P=7r(ceos® —h). 
Si on y met la valeur de % tirde de l’@quation (40.), on a 


1 S „ 
P= # le cos®— &log ( - =), 


1 — cos (p cosc’ 





ou bien 





P= 7 \cc0s® —& log E35 rn A). 


LH sin p* (e!°—1) 
En poussant l’approximation jusqu’a €’ on trouve 
P = Z7c°’ sind’ cos®, 
valeur du cöne comme on la trouve dans la geometrie usitee. 
Creite's Tournal d. M. EI. XV R.3. 41 
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Au reste quelle que soit la figure de la base, I’&quation (41.) nous 
donne toujours le volume du cöne 
a. Pa=j3$ / (cos®-h)du, 
ou c est lar@te du cöne, A sa hauteur, ® Tangle entre c et A, w Vrangle 
qu’un plan passant par % et c deerit autour de A, lintdgrale s’etendant 
a la base enticre. 
Reprenons encore l’expression (39.) 


d’P cos? 
2 (- . — 0059 (2 Gr). 
dwodÜ sinr 


Si c'est au sommet du cöne que les lignes r (Fig. 7.) prennent ü pre- 





sent leur origine et que 9 soit Vangle entre r et sa projection p sur un 
plan qui passe par la hauteur % et dans lequel langle » est compt“ de 
la ligne A, on aura dans le triangle rectangle dont les eötes p, 7 inter- 
ceptent langle Ö, d’apres l’equation (4.) 
43. cosr’cosd —= cosp”. 
En mettant la valeur de cosr’ tirce de cette derniere diuation, 


dans lexpression de d’J’, nous avons 











‚I d?:P 2.008 cos? cos d cosp’ 
+ ( — En — a —— log e= rer) ’ 
AG d) cos (2 _— cs p je COS () — (’ + 
et en multipliaut par dd, puis en inteorant par rapport ü 9 depuis 9 =), 
ıP { Ic t p’tane O wc 050 00Sp 
4 (- ) = om log (7 ud de / ) — sin 9 log If % i ). 
do sınp‘ i — cotp’ tan j) vosd — cos p’ 


En faisant joindre les bouts des lignes p et 4, petr,ret} par 
des lignes z, y,o dont les deux premicres sont perpendiculaires entre elles, 
nous avons pour les deux triangles rectangles auxquels p sert de cöt« 
commun, d’apres les @quations (1.), (5.) 


sinp‘ = sinh’sinz‘, tangw = cosz’tangh‘, tangd = cosy’tangp‘. 
A Taide de ces er et en profitant de l’equation (43.) nous trouvons 
fd P h 4 P} 
)= = —rsind. 
\du sin Ah’ sin ac’ 


Et si nous ne voulons retenir que les variables x’, y’ et qu’a cet eflet 
nous substituons |v. les Equations (36.)] 
cos” = y(1—sinh”sinz”siny”), 


sin h’ sin ac’ cosy’ 





FR: 
sınd 
eosr’ I 


dc’ sin ac’ sin h’ cos h? 
ds = — — ——.n 
1 — sin h’? siox 





nous frouvons 
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t 


2da@’.rcosy’sin =’? 








dx’loxeot!y’ ü 

I / n 2. /2 / 
= 1 — ,z>C05 h - - 1 81 h 

dP “ 1 u? gig y)E n cos} 


osr’ (1 — sin 4’? sin a’?) * 
Cette expression de dP, integree depuis = 7 jusquwä ce que y’ de- 
vient 37, donne la partie du cöne interceptde entre deux plans perpendi- 
culaires passant par la hauteur 4. En möme tems l’Cquation (42,) nous 
fournit une autre expression pour ce quart du cöne; c’est- A=dire 

P = ıf” (rcosd—h)dy, 


& 0 
ou ® est Vangle entre r et k, W l’angle oppose A y dans le triangle 
rectangle dont les cötes sont ©, y. La dependance mutuelle des varia- 


bles qui entrent dans les deux expressiong est determinde par les Equations 
sinr = sinh’sinz’siny‘, taugt = cosy’tange‘, cosr’cos® — cosh‘ 
Si la base du cöne est un cercle dont le rayon est 0, les quanti- 
tes o, r, ® sont des constantes, et on a 
44. sing = sinz’sny, P= ;r(res®—h), 


et l’autre expression pour JP sera 





” : u 17 , j 
4: P=! h‘ s - dalogeot Be rsin h’*cosh’ #3" da’cosy’sin 2’? 
Je z c08 4 Sue rrpemper; Ba a aa 72 6 
. oe 1— sin h’* sin 2cosr! I. 1—sinh'?sin @’: 


»uis on trouve 
[ ia da cosy’sina’? # sr da’sina’V (coso’?— cos x’?) 


1 — sın A’? sın a’? 1 — sin h’? sin 2’? 











n* 
Ir ® > 
at dzsın z* 








— 


cosh’?-+- sin h’? cos 0'?cosz ? 
st (cosr’ — cos h’) 


2 cos h’sın Ah’? 


13 
= cos p j 


() 





Par oonsdquent l’une des valeurs de P’ sera 
Au da’logcotz3y’ 4 ser(cosh’ — cos r’) 
o' 








P = }cosh’ ’ 


« 


1 — sın h’? sinr‘*? 4cosr’ 


et lautre 





cos h’ 
P= imr(r 1). 
cosr 


la comparaison de ces deux valeurs donne 
ir da logeotzy’ 
Ei el — ir(r—h). 


1 — sinh‘? sin x’* 
Apres y avoir mis la valeur de ©’ en y‘ et rejet@ les accens sur les let- 











tres, on a 
46 [ an siny cosylog cot3ydy ARE. log (cot$ Atangzr) 
“I,  (siny®—sinr*?)Y (siny? — sing?) 2 sing cos h ’ 


ou sin” — sin Asing. Cette integrale definie n’a pas encore &tE remarquee, 


il me semble, dans toute sa gencralite. On en trouve quelques cas par- 
41 * 
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ticuliers dans le suppl@ment aux Exercices de calcul integral par Le- 
gendre. Quoique nous ne soyons parvenu ä la connaissance de l’intd- 
grale (46.) qu’ä laide de la g@eometrie imaginaire, neanmoins cette voie 
indique dejü le moyen d’y arriver analytiquement. Au reste on peut trou- 
ver cette integrale d’une maniere plus courte, en considerant la double 


integrale 
II dpdy siup? 
(d—p*sinp®)(l—n*singp*)? 


prise depuis a—=0, ®=0 Jusqua OD —=H47, tandis que l’autre valeur de 
p qui doit servir de limite reste indeterminde. Apres lintdgration, une 
fois par rapport ü p, et une auftre fois par rapport üä ®, il faut y mettre 








nd = cos} PER __ 605g 


L’&quation (46.) apres j substitution de 
tangd = 


V (siny® — sin 0?) . cos 0 
sing cosh u} 

et qu’on a integr@ par parties, nous donne 

a u nm sin h?) 


2cosyeoszh? 


j} pdpsing a 
" (1 —sinh? sing?)V (siny® — sing?) =” 2coshY (L—siuy? sin h?) 











cosr 











La valeur de cette derniere integrale se laisse d@velopper en une serie 
ordonnde suivant les puissances de sinA et ou le coöflieient de sink avec 
Pexposant 2 entier et positif est toujours moindre que 





R 1 
I n 
7 ınY los . 
zZ $ Pe) COS 4 


Par consequent la valeur de lintegrale dont nous parlons, reste aussi 


. - 1 . . , A 
vraie lorsqu'on y met —— au lieu de sin et qu'on regarde en möme 


tems sinh>siny. En passaut ensuite des quantitds imaginaires aux quan« 
tits reelles, on trouve 


cos h 
u st |h—-arc cos 
P; Y 2 en sin p cosY 
( 


‚ (sin A®— sin g?)V (sin y®— sin a” — eosh V (sin A?—sioy*)” 
Pour A=}7 les deux integrales deviennent identiquement 

















F Y pdypsiop Bu. sin; y* 
C osp?V (sin z y?— sin p *) cos Y ® 


Dans l’expression (44.) pour le volume du cöne droit a base circu« 
laire, si l!’on introduit d’autres quantit&s qui se rapport entau cöne, comme 
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le rayon o de la base et l’angle & que le rayon p forme avec laröte r, 
on a d’apres les dquations (4.) et (5.) 

cosr’cosa — cosg', tanga —= cosk’tangp’ 
et puis, en multipliant l’@quation (44.) par 4 pour avoir le volume du 
cöne entier, 


ui sin & cos@ + cos o’ tang o’ + fang 
p 7 1323 log — log » 














s sing’ ® \eos&@ — cos p‘ ® \tang og! —tang « 
ou bien 
2 sin.« W ’ sin (o' + «) 
=, 7 log [cot 2 (eg +) cot 3 (g’— @)] — log —— wer 


A mesure que la hauteur A du cöne augmente, l’angle « augmente 
. ’ ii‘. „. m/ / . 
aussi et s’approche de £° jusqu’a rendre enfin la difference (’—« insen- 
sible. Dans ce cas et en ne retenant que la premiere puissance de po’ — «, 
nous ayonsS 
/ 
f ji . 
=-— log ( — a)— 2 zlogsin a, 
et purh=x: 
P= —rlogsing. 

Pour tout autre cöne infini, mais dont la base n’est pas un cerele, on a donc 


4. Pam —/ dwlogsin (L, 


ou w est Tangle que le plan passant par l’axe du cöne deerit autour de 
eet axe, et a est l’angle que l’aräte du cöne fait avec sa projection sur le 
plan de la base. 
De lautre cötc en supposant toujours A= x et par congequent 
h‘ = 0, l’equation (45.) nous donne 
P zu 3 / dx’logeotiy". 
En egalant les deux expressions de P, nous avons a cause de v’ —=« 


48. du logsing' = /de' log cotzy", 


ou les limites de la premiere integrale etant w=0 et w=}7, celles de l’au- 
tre doivent repondre d y'=37, «’=37. lei la dependance des quanti- 
t&s qui entrent sous les signes d’integration est determince au moyen du 
triangle rectangle dont x, y sont les cötes, 9 U’hypothönuse, » langle op- 
pose ü y. Par consequent d’apr&s les equations (1.), (5.) on a 


sine = sinz’siny', tangw = cosy’ tangz. 
Lorsque la base du cöne est un cercle, le rayon p est une constänte, et 
de = d y’ coty’ sin 0’ 





Baus V \(siny'!——sing‘*) * 
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Apres cela 





rt log sin o’ = dy’coty’logcot}y’ 
sin o' . V (siny'® — sin g'?)? 


ou eg’ est une constante arbitraire. Cette integrale est deja comprise, comme 
un cas partieulier, dans lintegrale plus generale (46.) et quand on sup- 
pose dans celle-ci r, % infiniment petites. 
Dans l'öquation (48.) y’ est une fonction arbitraire de 2x’ qui n'est 
limitce que par la seule condition de rendre la valeur de x’ reelle, lorsque 
—:7. Par exem ple, FRE: 
sin = sinz’”siny‘ + sinß?cosz” 





ou «, [> sont des constantes, Apres cela nous Ben 
u sin a® — sin 9? cos * 
sın od” —= , 
u. 1 — sın p° ° cos w* 











. = Ai a duolon ( sin «a? — sin 8° cos ) 
- 3) 
— sin B?). un. 1 — sin 9* cos »* 


dy cosy sinylogeotzy 
«  (siny* — sin 2)V (siny? — sin?) 
En substituant. ici gr valeur de la seconde integrale que nous avons 


«| 








trouvece plus haut (46.), on a 


f do lor 


a f ie) 


ou sına ==sin« sinYy. On en conclut, aaa que soient les angles «< }7,, 
B<Z37, que 


1 — sin &* cos 0? cose\ ' 
x 7 x ER x 3 
F* dw ‚log ( — 5 ) = Irlog( : :)- 
l — Siu ‚37 C0S W (0835 /3 


En integrant par sen on en deduit 


S A \ In j) cos w? / 1 \ I N) 
E ———— ) = zlog(cot3ytangzß), 


L — sın 5* cos 














/ - »dwsin & CoS @ lo (= 
Jo — sine 2 c0s@*) (1 — sin B?cosw?) u Zu 5 0 
ou Encore 


ra 











7)» 


Mies 




















+ 7 wdw sıu @ ar. die st “ g(! + taug? 
Ri ne os ») (1— cos 3 ?cosw) ° sin N («+3 suz(@e—P) l-F-tane ‚1? 5). 
Pour «= cette integrale se "esähit A 
ri w dw sin w > v2? 
2 (L— 05 @ cos w)? sine cossesin (An+4a) ’ 


qu'’on peut verifier sur le champ, en y mettant r—a et r—w au lieu 


de & et w. 
Dans l'’equation (42.) qui donne 
dP = 3dw(cce® —h), 
expression de l’element differentiel d’un cöne droit ou % est la hauteur du 
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cöne, c son arete, D l’angle entre c et A, w langle que le plan passant 
par % decrit autour de cette ligne. Supposons ü present que la base 
soit un triangle rectangle dont les cötes sont x, y (Fig. 8.) et w Pangle 
oppose a y dans ce triangle. Dans ce cas le cöne d@vient une pyramide 
dont le volume sera 


P = 3 / du(eeos®—h). 
On peut prendre aussi la ligne y pour la hauteur de cette pyramide et 
pour sa base le triangle dont les cötes sont x, A. En nommant done 


l’angle entre O0 et y, 8 langle de la base oppose ü A, en a de müme 
en Gil: x 
P= 3 /as (ecosV —y). 


En comparant les deux integrales on conclut que 


[2 
S,dotecos®—h — fd (ccosVv —y). 
() . () . 


Dans la premiere de ces intcgrales c’est A qui est ume constante, 
dans l’autre c’est y, tandis que w, 6, D, d, W varient. La dependance de 
toutes ces «quantites entre elles est determinde par les dquations suivantes 


\ „ . . ° a 
ou P, 9 vepresentent les lignes qui joignent x avec y, x avec A: 





cosc’cosd = cos‘, cosc’ cos: = cosy‘, 
since’ = sin/h'sinp‘, sine‘ = siny’sing‘, 
tangp‘ = sin y’sinw, tanggy’ = tang Ah’ sin‘, 
fange’ = tangp'sin®, tangc’ = tangg’sin’), 
cosp'cosw = cost, cosy’cosd — cost", 
tangw = cosy’tang«', tangd = cosh’tangr. 


Siy=», alors, comme on a vu plus haut [v. Pequat. (47.)], 
9. P=-—; f4 log sin g’, 
ou bien, üa cause de cosg’ cosd = cost‘, 
» 08 2 
a —ı los we 5 OHREN 
50. Ä uf, dd log sin ac‘ — B)sin (ao’ 49)" 
Mais on peut evaluer P encore d’une autre manicre. Si nous differen- 


tions l’@quation (49.) deux fois par rappori ad et ä g‘, nous avons 
CP = — ı1d; dag‘ cotg', 





puis 
d ac’ sin. ac’ cos. x’ 





Fa 


dg’eotgy = 


cos 0? — cosx 
P . t 
ar consequen 
EP r dO dx’ sin’ cos x’ 





2 eosü’—cosx? " m 
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L’int@gration de cette dquation par rapport ü 5 et depuis 6=0, donne 


sl. dP= — 3.d.r' log (OF en), 


\1 — cot x’ tang d 








et ü cause de cotx’tangd = cosA', 
52. P — /nde‘. 
En mettant ici la valeur de x’ en A et ®, nous trouvons 


hdh 
rn > 
ee sin 2) IH —h_200320° 


La comparaison de ces differentes expressions (50.), (51.), (52.) pour 
P nous conduit donc a £tablir l’egalit@ des ee suivantes: 

















Pr ns sin (ac -1- O0) 
Jos zu (2’--O)sin(@ +0) er "dlog 05 ine — 6)? 
sin (a 4-0) ie hdh 
& da log sin (x — 0) = ain20 0 et em?"—2cos 20° 


Pour d@montrer la premiere de ces @quations on n’a qui int@grer 
deus fois: par rapport ü d et a =. La seconde &quation se verilie par 
la substitution de la valeur de A en x’ et f, c’est-ä-dire 

=} og er. 
Supposons encore que la base du cöne soit un quadrilatäre dont 


les cötes y, ©, &, n (Fig. 5.) sont perpendiculaires l’un ü l’autre dans l’or- 





dre de leur succession. La hauteur de ce cöne soit infinie et perpendi- 
eulaire a la base au point de jonction des lignes x, £. Le volume du 
cöne sera exprime d’apres l’equation (52.) par Fintegrale 


= —/[Yy dr’. 


En m&me tems le volume de ce cöne sera compose de ceux des 
deux autres auxquels les triangles form&s par x et y avec leurs angles 
ß, 37—f opposes ü y, 7. servent de bases. Par consequent 


P me 4 I TI 7 ee Far _ 2sin2Pf- ndn 


— 20052 £ eier?" —+2cos2 7" 
De sorte que 














1 t7 , "dy nd? 
In23 Ei yvax' = Ir te => TUN sr LER L DesZR? 
ou les quantites ß, Y; 2, 9 sont liees par les equations (18.), (25.), (27.), 
c est=ü- dire 
tangß = cosy’tangz,, cost = cosy'sinz’, tangy = siny’tangr'. 
En regardant ß, £ 


/ 


comme des constantes et en dill@rentiant dans 
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cette supposition la seconde de ces @quations, nous avons 
dx‘ = dy’tangx’tangy'. 
Ensuite 





dz’ = —tangß pm sr 


Par consequent 











2 ARE !. =/ ydy de an 
cos A* & (e! — e”?)* 0 eY e?y — 2cos2 ß f. e? "+ en 7-+2cos2 A ’ 
ou 
cos y’ 


V (1+-c0sy’?cot 8)? 





tangn = tangß tangy', co! = 
ce qui veut dire 
n = log[z ct f(! —eN) + y (Ze —e”)+1)], 


’ . (er — e” nn 2:5 V Kind 8? 4 (ce! —er7)?] 
= log [- V sin 5 5 2 1. cos A? (eY — eY)?] l- 


Lorsque y devient infini, 7 le sera de mäme, mais alors 
& = logoot 47 — 39) 
vo ‚ Er E ® 1, 
E era - cos? Fr 
Nous avons trouv@ plus haut que 


"de = 4tang B/ 4 on 


(e — e 














Mais si dans la premiere de ces deux integrales on PIFTER la valeur de 
y tirde de l’@quation 

cos£' = cosy’sin«‘, 
on aura 


dr ar sin ao’ +cos & tang(ir+z30— 38”) 
[rar =: / "arg, = far ()), 
" sın ac’ — cos$ tang (ga +35 —ın) 


La derniere int@grale est la valeur de 
J wog tang u —fav log tang®, 
les int@grales etant ici prises de uv=37 +32'—32' jusqu’ä u=3r—i: 
et d vo=z;r’ +32 — 37 jusqua v=3_. Or ä ces deux integrales on 
peut ajouter encore celle=ci 
I 24 
1738, 


[du 1og tang u = 0 Brei - 


2 








l 


Apres cela les trois int@grales se reunissent en une seule / du log tangw, 
prise entre les limites u= 32’ +32 —i7, u=1r+3x’—3?', ou ce 
qui revient au m&me, oe 

[fa 


. BE ! 1 Ü 2 IR 2. Ä/ nn z 
depuis z= log cot(47 -+3x2'’— 32°) jusqua <= log ct 3x +3 — ir 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII. Hft. 4. 423 


\ 
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Apres cela nous avons done 


zdz 
Iyda' = 4 Fon’ 


1 zdı ydy +/ ndn j 

4sin2Pß. et e”* u e’/ + e?Y — 20082} n ei te”?7--2c052/f? 
les limites de la premiere intÖögrale dans cette derniere &quation restant 
les m&mes. Lorswe y=x,9=»x,ona «=1ß, !=!tr—ß et lon 


trouve que 
PM ee.) , 
xdz M dy(d Le) 
S nn = 2sina/ nn. re ) . 
ee z 0 er’ +-e7Y— 2c032« 


ou & est une constante et ou la premiere integrale commence avec 
z= logtangzca. 


On pourrait beaucoup multiplier les exemples d’application de la 














gcometrie imaginaire a la recherche des intdgrales, mais ce que jai dit 
jusqu’a present suflit, je crois, pour ne plus laisser de doute sur la verite 
des principes etablis et pour reconnaitre quelque utilit@ de cette nouvelle 
branche de la geome£trie. 

Je puis faire encore une remarque assez importante pour l’etude 
des intÖgrales, c’est que toute integrale indeterminde qui a lune de ces 
deux formes 


f dx sinz lor cot 3 N / x desinx 
J (a? — sinz*)V(5b’— siunx?)’? J (a? —sinx*)V (b? —sina?)? 


\ } J 4 n A ® , ® [d 
ou a, 6 sont des constantes, peut ctre toujours ramencte aux Infegra- 











les de la forme /dx log cosx. On parvient a ce resultat en considerant, 
d’aprös les principes de la g&omdtrie imaginaire, le volume d’une pyramide 
dont la base est un triangle, et en reproduisant cette pyramide par la 
combinaison de celles dont la hauteur est infinie. 
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19. 


Ueber eine elementare Entwicklungsweise der ein- 


fachsten transcendenten F'unetionen. 
(Vom Herrn Dr. Schellbach zu Berlin, ) 





| $. 1. 
Diese Abhandlung hat hauptsächlich zum Zweck, zu zeigen, wie auf eine 
anschauliche Weise in der ersten Classe unserer Gymnasien die Reihen 
für die Exponentialgrölsen und Logarithmen, so wie für die Sinus und Co» 
sinus entwickelt werden können. 

Nachdem man die allgemeine Bedeutung einer rechtwinkligen Spirale 
gezeigt hat, so wie sie p. 363 des 16ten Bandes dieses Journals entwickelt 
worden ist, geht man zu der Fig. 9. über, in welcher Af= FG = 
..—=SD= p gleiche Sehnen eines Kreises darstellen mögen, dessen Mit- 
telpunet © und dessen Radius AC=r ist. Man verlüngere alle diese 
Schnen nach der rechten Seite hin und bestimme auf den Verlängerungen die 
Puncte X, L, H,... T so, ds F#K= HA, GL=CK, HM = HI, 

.. ST= SD wird. Verbindet man diese Puncte zu dem Polygon 
AREM... 7, und nimmt ähnliche Verlängerungen mit den Seiten dessel- 
ben vor, so das AM = KA wird, LO=Lh, MP=MO...DE=DO, 
so erhält man abermals ein Polygon durch Verbindung der Puncte A, R, 
O,... E. Jetzt kann man wieder die Seiten OR, PO, ... EO verlängern 
und ganz auf dieselbe Weise ein neues Polyson bilden, und überhaupt mit 
dieser Construction fortfahren und Polygone zeichnen, deren Seitenzahl 
stets um Eins abnimmt, und die alle vom Puncte A auslaufen; das letzte 
derselben reducirt sich dann auf eine einzige Gerade. Die auf solche Art 
in der Zeichnung erhaltenen Dreiecke sind sümmtlich gleichschenklig und 
alle einander ähnlich. Hat man beim Kreispolygone » Seiten angewandt, 
von denen jede gleich » war, so ist die Länge des Polygons AB gleich np. 
Da die Dreiecke AFC und AFK ähnlich sind, so ist 

AK:AF = AF:AC oder AK:p = p:r, 
folglich 
„4 2 . ni 
AK=T-, KL=27, LM=34-,.... TWD=@a—)-, 


ji r 
2 


fi 
4.4 
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AF = (142434... t4n-)2 = E9.E, 
Ferner verhält sich : 
AR:AN= AF:AC oder AR: =pi:r, 
folglich ist 














AR—?' _. 23 p! en _ (r-1)n—2) p! 
AR= 1; R=77', ’ QOr= 7; m... 0E = 1.2 wo, 
also 
1.2 2.3 ed m n(n—1)\(n—?2 3 
AB= (ttiat + = 


Offenbar würde 

E 2.3 | 2.3.4 a 3.4.5 r „+ DE EN nln—1(n—2)(n—3) p“ 
23 1.2.3 1.2.3 ..2:8 r3 1.2.3.4 p 

die Lünge des folgenden Polygons sein. Bezeichnet man durch S die 

Summe des Radius # und aller dieser n Polygone, so erhält man 


n— —1)\(n-?2 p"” ” 
l. Ser-+np+- ar FE + 2 E it... I =r(1+2). 


N) r 
Hätte man an BT noch ein ntes Ähnliches Dreieck gelegt, so würde 


statt AT ein Polygon von rn Seiten entstanden sein; eben so hätte sich 
aus diesem statt AE auch ein Polygon von n Seiten ableiten lassen, und 
überhaupt jedes folgende konnte mit einer gleichen Seitenzahl gezeichnet 
werden, In diesem Falle endete die Construction nie, und man erhält 
als die Summe des Radius Be aller dieser unendlich vielen Polygone 


‘ / nin+1) nn L\(n 2 _n 
2. S’=r-+np + —— = a ed + . = 5 er EB Re =r(1—2). 
Die geometrische Zn solcher Binome zu kennen ist oft nicht 
ohne Interesse, 














$. 2. 


Setzt man nun die Länge der gebrochenen Linie AF@....B=1, 
so ist 
2 


p= — 


n 


und man erhält aus {1.) 
1. S=r(1+2) undau (2) F=rli-t), 


wo die zweite aus der ersten Formel entspringt, wenn man n negativ 


nimmt. Je grölser n, desto kleiner werden die Seiten des Kreispolygons 
AB und desto mehr schliefst sich A an den Kreisbogen AB an, bis es 
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endlich für ein unendlich grofses n mit diesem zusammenfällt, Bezeichnet 
man den Winkel ACUB durch «, so ist in diesem Falle 
A=ra, 
daher, wenn wir diesen besondern Werth von S durch s bezeichnen, 
a\” 2 3 
2. s= r(1+%) = tat + t..). 
Denselben Werth erhält man natürlich auch aus S’, 

Jetzt hat sich das Polygon AKZL...T' in die Evolvente des Kreis- 
bogens AB verwandelt, eben so das Polygon AE in die Evolvente der 
Curve AT u. s.w., wie sich durch Anschauung unmittelbar ergiebt. Die 
Gerade BT wird eine Tangente an den Kreis, eben so ET eine Tangente 
an die Evolvente AT u. s. w. Alle diese äulsersten Geraden stehen dann 
senkrecht auf einander und bilden die in der ersten Abhandlung erwähnte 
rechtwinklige Spirale. 

Der Lehrer hat hier die beste Gelegenheit, die so wichtigen Be- 
griffe von der Abwickelung und den Krümmungskreisen auseinander zu 
setzen; zugleich hat er hier ein Beispiel einer Rectification durch elemen- 
tare Betrachtungen, und zwar unendlich vieler Curven auf einmal, ein Bei- 
spiel was er sonst vergeblich suchen möchte und wofür sich bei Schülern 


immer Interesse findet. 
Löst man in (2.) die Klammer auf, so stellen die einzelnen Glieder 


der Reihe entsprechend den Radius AC dar, den Kreisbogen AB, dessen 
Evolvente AT\, die Evolvente AH dieser Curve u. 8. w. 


. 3 
Nimmt man den Bogen « der Einheit gleich, so ergiebt sich 
> ı 1 1 w4Q 
1. (14) = 14 ta tı3+ = 271828... e, 
und wenn man in (2.) des $. 2. n« statt n setzt, so erhält man 
R ee a? a3 ENDE ce \r 
3 (1+-.) = ru ;gtp;te- >= e = (1+#), 
daher ist 
3. ss ere 
und hiernach 
4. = log —, 


wenn durch log die Logarithmen für die Basis e oder die natürlichen Lo- 
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garithmen bezeichnet werden. Aus (2.) in 9.2. ist aber auch 


Gr 


s. = 1 r 


—— 


n 
Nennt man nun « den Theil der Spirale ohne den Radius, so ist 
s=r-to, 
und aus der Gleichstellung von (4.) und (3.) 
I 








o\r 
. ( r | Eu GN? o\* 
6. beliı+)= — = 2-42) +32) 12) +... 


n 


. G 
oder, wenn man den Quotienten — = x setzt, 


i. lell+r) = r "+30 —1r4... 
Für den Radius # = 1 ergiebt sich aus (4.) ganz einfach 
8. a = logs. 

Denkt man sich also einen Kreis vom Radius 1 und sucht zu den 
Spiralen, deren Länge 1, 2, 3, &, .... beträgt, die entsprechenden Kreis- 
bogen 0; 0,69314; 1,09861; 1,38629; ...., so sind diese die natürlichen 
Logarithmen von jenen. Sucht man aber zu einer Spirale « den zugehö- 
rigen Bogen 5 und milst die oben gefundenen Bogen durch den Bogen Ö, 
so sind die Quotienten die Logarithmen der Zahlen 1, 2, 3, 4, .... für die 
Basis a. Es ist z.B. log 10= 2,30255, folglich beträgt der Bogen 1,09861, 
dessen Spirale 3 ist, von dem Bogen 2,50258 fast genau 0,47712, wei- 
ches eben der gemeine Logarithmus yon 3 ist. 

$. 4. 

Es ist nun leicht zu sehen, dafs wenn in Fig. 10. der Bogen BA = «u 
angenommen wird, der diesem gleiche Bogen BA’ = —« zu setzen ist, und 
dafs die verticalen Seiten der untern Spirale, nämlich 37", EFF, GH, ....., 
den Seiten BT, EF, FG, .... der obern entgegengesetzt laufen, also ne- 
gativ zu nehmen sind, die horizontalen hingegen T’E’, F'G, HK, ..... 
mit den horizontalen TE, FG, Hk, .... einerlei Lage, also einerlei Zei- 
chen behalten. In diesem Falle wird also die algebraische Länge d der 
Spirale CBTD'F'.... 


d= r(t— = =-r(l1-a+ nn .+..)=re", 


/ 
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Da nun der Zahlenwerth von d stets kleiner als » ist, so kann man 
—=1r—Ö annehmen und erhält dann 


& = — log“ — —1log(1— 2), 





r 
aber auch . 
d n 
nn 1-(£) 
Bu 1 
n 
folglich Mi 





n 
Ö 1-(1- 2) Ö ö\? ö\3 
—lg(1--) = — = 4’ +H2 ld) +..., 
n 
so dals also in der Reihe (7.) des $. 3. für log(1+2) das z auch ne- 
gativ genommen werden kann. 
$. 9. 

Wie aus den gefundenen Seiten der Spirale die Reihen für den 
Sinus und Cosinus des Bogens «© zusammengesetzt werden, ist in der 
vorhergehenden Abhandlung gezeigt ‚worden. 

Da die Function e* ohne allen Vergleich die wichtigste in der gan- 
zen Analysis ist, so wird es sich wohl der Mühe lohnen, wenn man sie 
von verschiedenen Gesichtspuncten aus betrachtet. Die bier gegebene Ent- 
wicklung scheint ganz ihre Natur zu characterisiren, da sie jedem Gliede 
der Reihe, durch welche wir sie darstellen, seine geometrische Bedeutung 
anweist. Diese Entwicklung verdient auch schon deswegen Beachtung, 
weil sie dem Schüler diese Function nicht als das leere Resultat eines 
blolsen algebraischen Mechanismus überliefert. In dieser Hinsicht mache 
ich noch auf folgende Betrachtungen aufmerksam, die ebenfalls auf eine 
eigenthümliche Weise zu demselben Ziele führen. Ein Capital ce vermehre 
sich durch einfache Zinsen in einem Jahre p mal, so erhält man an Ca- 


pital und Zinsen, wenn diese nachı n Jahre bezahlt werden, c+ Er 


oder e(1 +2). Giebt man dieses Capital wieder — Jahr lang auf Zin- 


sen, so ist sein Werth, nach Verlauf desselben, € (1 +2). Nach dem 


3 
folgenden ntel Jahre würde man von diesem Capitale © (1 +2) erhal- 
ten. Fährt man so fort und schlägt jedes tel Jahr die Zinsen zum Ca- 
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e 2 n 
pitale, so ist aus dem Capitale e nach einem Jahre c (1 +2) geworden, 
n 


statt dafs bei einfachen Zinsen sein Werth nach einem Jahre nur e(1+p) 
gewesen wäre. Könnten aber die gewonnenen Zinsen continuirlich zum 
Capital geschlagen werden, d.h., nähme man 2 unendlich grofs, so würde 
der Werth des Capitals ce nach einem Jahre zu 


el! +2) = ce? 

anwachsen. Trüge z.B. ein Thaler in einem Jahre bei einfachen Zinsen 
einen Thaler, so besäfse man am Ende des ersten Jahres 2 Thaler, da- 
gegen 2,71828.... oder e Thaler, wenn die gewonnenen Zinsen conti- 
nuirlich zum Capital geschlagen werden könnten. Man darf nun den Satz 
etwas allgemeiner so aussprechen: Wenn eine Einheit durch stetiges Er- 
zeugen neuer Theile ihrer Art in einer bestimmten Zeit zu 2 anwachsen 
würde, so vermehrt sie sich in derselben Zeit bis auf 2,71828.... oder e, 
wenn die schon hervorgebrachten Theile in demselben Maafse mit erzeugen 
helfen. Der erste Procels würde einer unorganischen Absonderung ent- 
sprechen, der letztere einer organischen Schöpfung; denn einer der Grund- 
begrifle, die wir uns von der Natur des Organischen und der Lebensthä- 
tigkeit bilden, ist eben der, dafs das Erzeugte stets in gleichem Maafse mit 
erzeugen hilft. Dieser organische Procefs wird in analytischer Weise durch 
die Function e* ausgedrückt und sinnbildlich durch deren geometrische 
Eigenschaft dargestellt. Diese Betrachtungen, wenn auch nicht mehr ganz 
nathematischer Natur, sind sehr geeignet, auf diese rein mathematischen 
Entwicklungen aufmerksam zu machen; sie dürfen indessen nur mit gro- 
[ser Vorsicht angestellt werden, da sie ihrer dunkeln Natur gemäls, ge- 
wöhnlich mehr Interesse erregen, als die klaren mathematischen Bestim- 
mungen, denen sie nur als Folie dienen sollen. Dals übrigens die Einflech- 
tung soleher Bemerkungen dem umsichtigen Lehrer wahren Nutzen ge- 
währt, davon hat mich eine lange Erfahrung überzeugt 


$% 6. 
Der Inhalt eines der Dreiecke wie AFC in Fig. 9, sei d, dann ist 


Be 
das Dreieck AFK = 4 da sich ähnliche Dreiecke wie die Quadrate 


- 
- 


übnlich liegender Seiten verhalten, daher wird auch 
} „u na p° 0 RE 2 p* 0 
Ö GKL — 2: — 1 . AHCH = 3 —. ere1o ASTD = (n—1)' — 


r 


c 
€“. 
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folglich der Flächeninhalt der Figur 
AFG....STD....LKA=(’+?+3+...+(n—1)) 
a. n(n—1)(2n—1) p?ö 


von 1.2.3 r? ° 
Denkt man sich jetzt die Figur AF@.... BC in einen Kreissector über- 
gehend, so mufs n unendlich grols angenommen werden und man erhält, 
wenn der Winkel ACB wieder gleich u gesetzt wird, nd=!r'u und 





& ® . .. . . . 
p== —, folglich die Fläche zwischen dem Kreisbogen, dessen Tangent: 


und seiner Evolvente 


(n—1)(2n—1) r?«a? y2 8 


2:83 BE : u 








. vr. ® + 2) 5 . . 
Das Dreieck AKR ist nun .- und man wird leicht übersehen, dals der 


Inhalt der Figur AK..DE..A gleich ist 
++] 


o_ r“ 
n(n—1)(n—?2) 3n?—6Gn+1 p*ö 
1,2.3 Te 











nu 





Obgleich sich die Summe dieser Reihe und auch der folgenden füı 
die Berechnung der zwischen den successiven Evolventen und deren Tan- 
genten enthaltenen Flüchen elementar finden lälst, so ist doch das Verfah- 
ren nicht mehr einfach zu nennen und man muls als Beispiel einer Qua- 
dratur, die ebenfalls nicht allzuhäufig sind, sich lieber mit den so eben 
gegebenen begnügen. Durch Integration findet man den Inhalt der er- 
wähnten Flächen vom Kreissector an auf der Stelle gleich 


r’0@ r? a? r? a° r?a" 


ae 2a Be a7 tet 
und daher, wenn man die Summe aller durch f bezeichnet, 
r?0 a@\? m* \? [ a: \ 
= FH) Hart] 
r?o j . 
wo — der Kreissector ist. 


2 
Diese Reihe und auch die 

















‘ 
«u 


a* 


as «a® 
1-7 Ta m "ıaamt.- 
welche die Differenz der Quadrate der abwechselnden Seiten der Spirale 


vorstellt, erscheint öfter bei physikalischen Untersuchungen, 
Creile's Journal d. M. Bd. XVII. Hit. %. 43 
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$. 7. 

Ich will hier noch bemerken, dafs sich der Taylorschen Reihe 
ebenfalls ein geometrischer Sinn unterlegen lälst. Es sei nämlich in Fig. 11. 
der Winkel ADB, welchen die zwei Normalen AE und BF’ der Curve 
ABC mit einander bilden, gleich 7; ferner sei der Winkel BF'C, welcher 
durch die zwei Normalen FÜ und F'’B entsteht, gleich &, dann kann der 
Bogen ÄB angesehen werden als ft und der Bogen AC als f{{+«). Sind 
nun ZIG, IK, LM, .... die successiven Evoluten der Curve AB und BG, 
GK, KM, .... die entsprechenden Krümmungshalbmesser, dann ist 


u» u, es, 


dt? dı* ? dt?’ 
Nach dem Taylorschen Satze ist nun 


a RER ‚ „dft a? d’ft a? dift 
füte) = fit ti ae TI33 ae te 


folglich der Bogen BUÜ = a“ 4 2. + nn +... 

Denkt man sich daher, von F' aus, zwischen den Schenkeln des Win- 
kels BFÜ=« mit den Radien BG, KG, KM, .... Kreisbögen beschrie- 
ben und an diese die zugehörigen Spiralen gezogen, so ist der Bogen BE 
eben so grols, als die Summe der ersten, zweiten, dritten, . .. . Seite, 
aus der ersten, zweiten, dritten, . . . . Spirale, wie sich aus der Verglei- 
chung dieser Reihe mit der (2.) in $. 2. ergiebt. 

$. 8. 

An diese Constructionen schlielsen sich bequem noch einige mecha- 
nische Betrachtungen an. Ist s der in ? Secunden mit der constanten 
Geschwindigkeit ® durchlaufene Raum, so ist 














$ 


U m 


t 

Diese Relation stellt man sich am anschaulichsten Fig. 12. in der 
Gestalt eines Kreisbogens vor, der auf einem Kreise vom Radius v dureh 
einen Centriwinkel 2 bestimmt wird. Man denke sich jetzt in Fig. 9. statt 
der Geraden AK einen aus F' mit dem Radius F'4 beschriebenen Kreis- 
bogen, so wird dieser den in der Zeit AF'K vom Puncte A mit der con- 
stanten Geschwindigkeit FA beschriebenen Weg der Gröfse nach bezeich- 
nen. Wächst nun plötzlich die Geschwindigkeit der Bewegung um F@ 
und bleibt während der Zeit K@L constant, so wird ein aus @ mit K@ 
beschriebener Kreisbogen KL den in dieser Zeit durchlaufenen Weg dar- 
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stellen. Eben so stellt ein aus ZI beschriebener Kreisbogen LM den in 
der Zeit LZIM mit der constanten Geschwindigkeit LIT durchlaufenen 
Weg dar. Diese Betrachtungen lassen sich in derselben Weise fortsetzen 
und man sieht auf der Stelle ein, dafs, wenn die Zuwachse der Geschwin- 
digkeiten AF, FG, GH, ...., so wie die Winkel AFK, KGL, LOM, .. 
alle einander gleich sind, dafs sich dann die gebrochene Linie AF@....B 
um so mehr einem Kreisbogen nähert, je kleiner die Zuwachse der Ge- 
schwindigkeiten und die mit constanter Geschwindigkeit durchlaufenen 
Zeiten gedacht werden. In diesem Grenzfalle wird die Summe der Kreis- 
bögen AK+-KL+LM+....+ DT, oder der durchlaufene Weg die Evol- 
vente des Bogens AP, und die während der Bewegung verflossene Zeit 
ist die Summe der Winkel AFK + KGL+ LHM--.... oder der Cen- 
triwinkel AUB. Man kann sich nun die Bewegung auf das einfachste 
dadurch hervorgebracht denken, dafs ein Faden Z'B über den Kreisbogen 
AB ausgespannt liegt und dafs sich der Radius AU in der Zeit ACB mit 
constanter Geschwindigkeit in die Lage BC bewegt, wodurch der Faden 
vom Kreisbogen abgestolsen wird und mit seinem Endpuncte 7 die Evol- 
vente AT beschreibt. Es ist der Radius AC, welcher durch seine Bewegung 
dem Puncte 7 stets neue Gesch windigkeiten giebt, er stellt also die beschleu- 
nigende Kraft vor. Man hat hier die Gesetze der Bewegung vor Augen, 
welche eine constant beschleunigende Kraft erzeugt. Wäre etwa AU=y 
die Beschleunigung der Schwere an der Oberfläche der Erde, AUB=1! 
die Zeit während welcher die Schwerkraft auf den Punct T gewirkt hat, 
so ist AB=bT=gt die erzeugte Geschwindigkeit und die Evolvente 
3gt der durchlaufene Raum, Ist also um einen Kreis ein Faden ge- 
schlungen, von dem in gleichen Zeiten stets gleiche Stücke abgewickelt 
werden, so bewegt sich das freie Ende dieses Fadens wie ein von der 
Schwere getriebener Punct. Der Radius des Kreises milst die beschleu- 
nigende Kraft, die abgewickelte Länge des Fadens die Geschwindigkeit 
des bewegten Punctes und der zum abgewickelten Kreisbogen gehörige 
Centriwinkel die verflossene Zeit. 


9 


Diese Vorstellungen lassen sich leicht verallgemeinern. Bezeichnet 
in Fig. 11. der Bogen AP einen vom Puncte DB durchlaufenen Raum, so 
wird der Krümmungshalbmesser B@ die Geschwindigkeit dieses Punctes 
43° 
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ausdrucken, während der Krümmungshalbmesser K@ für die Evolute FG 
des Bosens AB die beschleunigende Kraft darstellt und der von den Nor- 
malen AD und BD gebildete Winkel ADB die verflossene Zeit. Man 
denke sich nämlich, dals die Linie K@ von der Curve IK abgewickelt 
wird, dabei die Curve H& beschreibt und so die über HG gelegte Linie 
abstölst, welche durch ihre Bewegung den Bogen AB beschreibt. Dieser 
Bogen AB kommt hier natürlich nur als absolute Läuge in Betracht, nicht 
als Curve von bestimmter Form. Die beschleunigende Kraft wird dann, 
ganz naturgemäls, als durch eine Reihe anderer unbekannter Bewegungen 
erzeugt gedacht. Es wurde schon in $. 7. bemerkt, dals wenn der Win- 


kel ADB=t und AB=[/t ist, dafs dann BG = ar ae Ko tf: 


sind; hierdurch wird das verständlicher, was Lagrange im dritten Theile 
seiner Functionentheorie $. 5. äufsert und was sich mit Bezug auf diese 
Aeulserung in Hegels Logik in den Anmerkungen über das mathematisch 
Unendliche findet. 


Berlin im März 1837. 
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20. 
Note, ou on explique une remarquable objeetion faite 
par Euler en 1751, contre une regle donnce par Newton 
dans son Arithmetique universelle, pour extraire la 
raeine d’un binome reel de la forme Ya +Yyb, quelque 
soit le degre impair de la racine demandee, 


sı toutefois elle est possible. 
(Par. Mr. J. Plana a Turin.) 





$. 1. 
Je suppose qu’on a sous les yeux le M&emoire d’Euler intitul& „De er- 
iractione radicum ex quantitalibus irralionalibus,” publi& en 1751 dans 
le tome XIll. des Commentariü de l’Acad@mie de St. Petersbourg, et le 
passage de l’arithmetique universelle de Newton cite par Euler, tel qwil 
est imprime dans la page 85 du premier livre de l’@dition de 1760 com- 
mentee par Castillon. D’abord, on sera surpris de voir la formule de 
Newton ecrite ainsi dans la page 21 du Memoire d’Euler: 
ist V(ttss-+n) 
vo 
tandis que, dans la page 85 qu’on vient de citer, la lettre n est precddde 
du signe moens; c’est-a-dire qu’on y voit 
tstV (ttss—n) 


c 


vo 
D’apres cette seule remarque on dirait que, möme en adoptant linterpre- 
tation d’Euler, la regle de Newton donne, pour l’exemple choisi par Kuler: 
s e v10—Y(10—2 vV10-+Y’8 
voystM)= 4 a BE 
v8 v8 


v10+Y12 














’ 
et non 


Yoys+1) = 


Ensuite on pourrait, avec quelque raison, observer, que Newton presecrit 
de prendre pour Z la valeur de 





rt 
& er 


2s 
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in numeris inlegris proximis. De sorte que, dans l’exemple en que- 
stion, ou 
n 

ns RE © 

2s 210? 
il faudrait prendre # pour cette valeur in numeris integris proximis, et 
non l’unite, comme Euler le prescrit sans ambiguite, en disant: „de- 
finiatur numerus integer qui proxime accedat ad valorem huius ex- 
n 
- 
2s 
numeris infegris proximis 1’ Cette substitution du singulier ou pluriel 
entraine ü la consÖquence, qu'il faut prendre Zunite au lieu de ia fraction 
rationnelle &. Mais on pourrait douter, que telle &tait effectivement l’in- 
tention de Newton en &erivant ce precepte; et comme en prenant /—=1 


293 
la reole de Newton donne 
| 10 
vi0+ (2-2) 

a . Bi + 4 Vv5+1 

v oyS-+1l) = = ——_. 

\ 20 a ’ 

v8 V16 

c’est-A-dire le veritable resultat, on serait dispos& ä croire la regle de 
Newton exemte de l’objeetion dont parle ici Euler. L’autorit@ de ces 


deux noms £tant @galement imposante, il faut penetrer plus avant dans 


, 





pressionis Er qui sit —=t;” tandisque Newton dit: „söfque en 
: 


uE 





cette discussion. 


$. II 


Admettons, si lon veut, que ce premier argument d’Euler soit par 
Iü renverse: il ne faudra pas se häter d’en conclure, que application de 
la rögle de Newton est toujours süre. Car en l’appliquant ä l’exemple 


va39/3+91yY7) = M, 
on auraitı n—=?; Q=32; AYQ=139Y3.y32 = 139.46; [artant 
s—yodb: 
v(139Yy3+91YN)yY32) = 3,09557 = r, 
m > 
n ae r 3,74165 1,52752 
ou bien, in numeris ntegris proximis: 
n 2 
r+— En 
4 Y - = 0,74546 = 2 =1tl, 





( 





25 2y6 6Y6 
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On a done ici: 





3 9 
zv+V6 5-2) _3V3+V% 
v’32 u 

En prenant ?=1, conform@ment ä linterpretation d’Euler, on aurait 

m — YS+Y6=2 _ 2vV3+2V2 

Y 32 v64 
Mais, l’un et l’autre de ces deux r&sultats sont fautifs: le veritable est 
Mm-YV, 
v64 
On pourrait le trouver par un acte de penetration mentale, en observant 
que le nombre 1,52752 est la valeur de y’3; car alors on ferait {= yY 75; 
s—=y6; et la formule de Newion donnerait: 
PER stHV(#eton) u VI+V4—2 _V’+V3 
vo V32 vt4 

Mais rien n’enseigne, dans la regle de Newion, comment on pourrait exc- 
cuter avec certitude une telle transformation de la quantitd qu'il designe 
par {. Ainsi, cet exemple &tablit incontestablement qu’ii y a un vice dans 
cette regle, et il accroit la curiosit@ de connoitre la source de son exi- 
stence. Cette source ne se trouve pas clairement indiquce dans le Mc- 
moire d’Euler; mais une legere addition que je vais faire & son analyse, 
suffira pour la mettre en @vidence, et pour oflrir en möme tems un ca- 
ractere certain, propre ä distinguer les cas, ou la regle de Newton doit 
reussir, de ceux ou elle doit &tre en defaut. 


M= 























$. III. 
Soit A+B le binome dont il s’agit d’extraire la racine du degre 
n, en supposant, que les carres A’, B? sont deux nombres rationnels et 


entiers, tels que A’>B°. Pour cela, on £tablit l’&quation 


. oc+ 
v(A+D = ——, 


2VPp 
et on regarde 9 comme un nombre entier ainsi que les carres x’, y’ 


Cette forme une fois admise, on a n@cessairement les deux @quations 


vA+B=SH, va-D= 5; 


2Vp 2Vp 











desquelles on tire 
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‘, 7 
Jo 


( 


4 vkA’—B°)p] 3 
2 +y? = WYI[(A+BYp] + 2VIA— BD). 


Actuellement je supposse nombre entier A?— B? decompose en ses fac- 
teurs premiers; ce qui donnera 


A’—B° = u a. ru eu oe 


g° ae y: 


Donc en prennant 
Die re un 
de maniere, yer=a+tb=ad+b=a"+bV"'=a"+l"—=,...., on aura 
(#—B)n:= (2.3.5.7... r, 
Les nombres entiers 9 et r seront par la connus, et en posant 


ni n 
dr en ä \2 \2 
. z= vl(A+B}p] +YIA—BYp], 
nous avons les deux &quations 
2 a 26 2 E , 
u: — Ar, xy” = 22; 
desquelles on tire 
— [o \ ö A — ‘ 
= v@-+?r) y=yY@—?r) 
et par consequent 
y V(z+2r)tVY(z— 
1. Vi Ser | 
2Yp 
Ainsi, Punique condition n&cessaire pour lrextraction de cette racine est, 
que le nombre x soit entier. Or en examinant la forme de son expres- 
sion, il est facile de voir, que ce nombre doit etre une racine de l’equa- 


tion du degre n resolue par Moivre. Donc en posant 


— (4#°+B°)p, Vz») vo. 2pAB, 





ou bien : 
a=2%p AB’); b=pPA—B) = 


on aura, pour determiner &, l’equation 


II. 2» A+B’)=3’—ar'.2" a ee er Ar 


ce qui reyient ü dire, que le nombre entier & doit &tre un des facteurs 
du nombre entier 2p(A’-+-B°); puisque, r Etant, par hypothese, un nombre 
impair, 2p (4’-+ B°) doit etre le produit de toutes les racines de l’@qua- 
tion (IIL.). Pour decouvrir rapidement Ja racine qui convient ü l'objet 
actuel, on calculera, avec une table de Logarithmes, les deux parties de 


r’.z""Letc.; 








la valeur primitive de z, fournies par l’&quation (I.), en ayant soin de 
faire ce calcul avec plusieurs chiffres decimales:; ensuite on verra, si l’ad- 
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dition de ces deux nombres donne un nombre entier, avec une grande 
approximation, Alors, I’&quation (II1.) servira uniquement ü ve£rifier le 
nombre entier ainsi trouve, Ce proc&ede est fort utile dans la pratique: il 
sert aussi ü indiquer limpossibilit@ de l’extraction de la racine demandde, 
en donnant une fraction fort Cloignee de l’unit@ pour la somme des deux 
parties d@cimales. 

Si le degr& n de la racine dtait par, P&quation (III.) contiendrait 
seulement des puissances paires de 2: de sorte que, en admettant qu'elle 
eut des racines commensurables, on en pourrait tirer une valeur entiere 
pour 2°. Mais alors la racine de ce nombre, s’il n’est pas lui möme un 
carr& parfait, ne serait pas un nombre entier; ce qui empächerait d’avoir 
pour x’ et y* des nombres entiers, ainsi que nons l’avons suppose. Ana- 
Iytiquement parlant, les formules (1I.) et (III.) sont done aussi applicables 
aux racines de degr® pair, en modifiant convenablement Videe primitive 
qu’on avait donnde sur les deux quantitds desiguces par x et y. Lianalyse 
detruit toujours les limitations qui ne sont pas inherentes ü la nature in- 
time de la question. Au reste nous continuons l’hypothese, que n soit 
impair; parceque ce cas est le seul qui fait le sujet de la regle de Nrir- 
ton sur laquelle porte cette discussion. 

$. IV. 

Cela pose, voyons quelle est la connexion qui existe entre les dqua- 

tions (1.) et (I1].) et la regle donnee par Newion. A cet eflet, soit 
Ayp=vVvA)=vWN= wit, 

et regardons le nombre entier 3 comme le plus grand diviseur commen- 

surable de la quantit@ Ayp; lenombre entier f est un autre nombre tout- 

ä- fait determine par cette m&me condition. Rien n’empäche d’introduire 

ce nombre dans le second membre de l’equation (11.), en £erivant: 


YA+B= ve) He) 


?2n 


Vp 











Maäintenant si l’on fait 
. z+-?r 
S=-vh T=1 7): 
on pourra Eerire 


IV. YA+B) u TS +V (T" Ep) 





“ 


Yp 
La forme de cette formule coincide avec celle de Newion, ainsi que la 
Crelle’s Journal d. M. Bd. XV1J, Hit. 4. 44 
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forme de la quantit@ reprdsentde par S. Mais on ne voit pas encore, 
qu'on puisse en dire autant A l’egard de la quantite designde par T. Ce- 
pendant, si l’on fait pour un moment 


U=Y(A+Bp; V= v(A-BYp), 
il viendra 
et UV=y(2—-Byp)=ver)=r, 
ne 





z= UV = 04 


On a done 











we /{0+7 +er) Tr VULZe_ 
= :Y f JTRER" 25 


I’expression de T', ainsi @crite, devient conforme ü la regle de Newton; 


et si l’on veut rendre la coincidence parfaite, on fera 


YU=y(4+By)=R, 





ce qui donne 
\ | R+ 
W; I m 5 

Voila comment la formule (TI.) peut ötre transformde dans la formule (IYV.), 
en y regardant les quantit&es S et 7’ connue determindes par les Equations 

R+- 

B == Y/f, T—= — 
Mais si cela est vrai et toujours vrai, analytiquement pas, il n'est pas 
egalement vrai d’en conclure que, toutes les fois que l’extraction de la 
racine est possible, on doit remplacer T' par la valeur rationnelle que cette 


quantitd admet in numeris inlegris proximis. Car en revenant ä son ex» 
pression primitive, sous la forme 


I u i VE) 


on concoit, quune telle substitution ne peut &tre legitime, qu’a l’egard 











te : z-+?2r 6. 
des cas particuliers dans lesquels la quantite gi pera le carre d’un 
A 5 > - \ 
uombre entier pair. M&me dans les cas non moins particuliers, ou l’on 
. z - a* [47 . 
auraıt u = 32 et par consequent T= 37° on ne pourralt recon= 


noitre la rationnalit® de cette quantite, en la calculant par la formule (V.) 
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de Newton, si ce n’est dans le cas fort simple ou l’on aurait 
R+-- 
R 

5 


=|1, 


C'est preeisement ce qui arrive dans l’exemple v6 Yy5-+-11) eite par 
Euler; on lonas=6; r=2; 5y3.y8=10y10; f=10, et par 
z-+-?2r _ 10 __ 1 


consÖquent ee" Taas Mais dans le second exemple d’Euler; 


savoir i 

y(139.Y3+91.y7), 
2; 139Y3.v32= 139.446; f=6; et par con- 
sequent - sum 2 = 2 la regle de Newton doit ötre en defaut, puis- 
que la substitution de la valeur de zy 3 en numeris integris proximis en« 
leve ü ce nombre le caractere d’irrationnalit@ qui lui est inherent, et qu'il 


I 


ou lon a s=10; r 


doit conserver dans la racine cherchee. Delü nous concluons, que la resle 

de Newton est fautive en ce sens, qu’elle exige trois conditions lü oü une 

seule suffit; savoir: 1°. que le nombre  soit entier; 2°, que le nombre 

s+-?r 
J 


La r@union de ces trois conditions existe dans les trois exemples choisis 


° 3 0 ’ . ” s . 
soit un carrc; 3°. que ce carre soit celui d’un nombre entier pair. 


par Newton. Mais il est demontr& par l’analyse que je viens d’exposer, 
que la seconde et la troisiceme ne sauraient ©tre admises en general: et ilıy 
a effectirement une foule de cas ou l’extraction de la racine est possible 
sans qu'elles soient remplies. Euler avait done rason de parler de cette 
regle, comme d’une regle „salıs complicalae et analyseos prineipüs ad- 
modum adversantis,' et d’afirmer en outre quelle a un vice „‚guod in isto 
negolio maximum est, ul saepe numero radıcem veram, et si Lalis in forına 
binomia datur, non exhibeat” D’ailleurs ce probleme ne pouvait Ötre 
completement resolu sans associer A la formule (IL) l’&quation (IH.): et 
sur ce point il n’y a aucun indice dans la regle de Newton. Cette möme 
rögle se trouve accompagnee d’une assez longue Note dans la traduction 
francaise de larithmetique universelle publice en 1802 par Mr. Noel Bean- 
deux; mais rien n’y indirgue l’existance de Fobjection faite par Kuler (Voyez 
pages 116 — 121 du second volume de cette traduction). 
Turin le 10. Decembre 1836. 


.- RE ETCHER ET ERHEBT H gen 








44 * 
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21. 


Note sur le passage qui termine le $.8. du Memoire 
de Mr. Plana, imprime dans le vol. 17. 





Eu rilöchissant de nouveau sur ce passage, j’ai acquis la conviction, que 
la fraction continue de Brounker 'pouvait eflectivement Ötre regardee 
comme une transformation immediate de la factorielle de Wallis. Je vais 
faire voir de quelle maniere on peut mettre en &vidence la connexion 
intime qui existe entre ces deux expressions de la mü@me transcendante 


nume rique _.. 
ST 


Ouelle que soit la methode imaginee par Brounker: d’apres les 
idees d’Euler, publices en 1739 dans un de ses M&moires qui fait partie | 
du tome XI. des anciens Commentarit de l’Acad@mie de St. Petersbourg, | 
sa fraction continue n’aurait pas et@ trouvde « priori, mais presque & son | 
insu, et comme une consequence forede d’un proeede& particulier sur le- 
quel il &tait tombe par la suite de ses meditations. Kuler a möme con» 
jecture, avec assez de raison, qu’il avait devine la methode ainsi rencon- 
trce par Brounker; mais il faut avouer, que la probabilit@ d’une telle di- 
vination semble en quelque sorte infirmee par la complieation des trans- 
formations ü travers lesquelles il parvient a ce resultat. Cependant, la 
methode d’Euler est susceptible d’etre simpliiee en la pesentant de la 
manicre suivante, 
Reprenons les @quations 
I z#de u ggele ö 
o VYil—x?) 7 2.4.6.8. pr E du 
1 „tlg 2.4.6.8. 1 
‚ Yıaza) 7 55.7.9... 81° 
eitees dans le $. 8.: en les multipliant on obtient 
I ide 1 gäitlde > 
/, vü-a)J, Via) © 2eiHN) ° 
Par la nature de ces limites, ils est permis de remplacer x par x”: alors, 
en faisant y=n(2?+1), ona 
1 geridx ae. 1. 
































, Yil-am)/, Via”) — np“ 
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Pour un autre exposant p‘, on a de möme 
I rd I cprtmlda st 
o Vil-a”)J, v(l—.x?) n Inp'* 
Donc en divisant ces deux dernieres dquations, On aura 

















ı ar1do I aptn1lda 
E o Vıi—x’r) e Yıll=z”) pP 
= 1 gr do “ 1 „ptn—l Jo — p‘ e 








o Vila”) J, Via”) 
Cela pose, si Von fait py =p-+?r: 
1 pri I 

. vy (i— ?rı 
Be en 


0 Vv(i- ger 











et par consequent, 
1 „PF2r+n—7 dx 














ot) = (pH an , 
o Vi— x”) 
l’equation (E.) reviendra ä dire, que 
ii He. 2 
p+2!r—n' p+2r ° p+2r’ 


ou bien, que 
E. fp.fp+m = p(p+?r—n) 
Cette Equation aux differences finies exprime la propricte caract£ristique 
des fonctions de p, qui seraient @valudes par le second membre de l’ö- 
quation (2.). 
Maintenant, si l’on fat n=?2 et r=1, on aura 


Er. fo fr+9D=r5; 


ı dx. .Pr+t 








’ h vo v i—x* 
B v X») — P- ı v 
0 v(i—x*t) 


Ces deux &quations etaient connues par Wallis et Brounker. Le pre- 
mier y voyait un moyen de faire dependre la valeur de f(p) d’une fone- 
tion semblable ou l’exposant p serait agrandi ü volonte. Pour cela, il suffit 
de changer p en +2, p+4 p +6, p+5, etc.; ce qui donne 

fP)- fr 9-95 | fo+ 23er 9=Werd; 
/v+9. fr +9)=(r+95 | for+9-frt+ 9) = (+ 9; 
fP+3.fpHrl0) = pH+8; | TPHO. for) = (pr); 


etc, etc, 
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Or, en divisant le produit des @quations qui sont ü gauche par le produit 
d« celles qui sont placees a la droite, il viendra 
u 1 ZEESEEe » (p+9?(p+8)’(p-+H12)2.... (p+4:)2 
(p).f(p+4t:+2) = p”. — RN. id - 
Km. ir (p+2)’(p +6) (p+10%....(ptai— 2° 
Mais, le rapport des deux integrales qu’on voit dans le second membre 
de l’equation (B.) est d’autant plus approchant de P’unit& que le nombre 
p est plus grand. Done en supposant le nombre ö infiniment grand, le- 
quation (B.) donnera 
PEN =p+rt+?. 
De sorte qu’on peut Ecrire 
f(p) u. P. (p+4)? (pt? (p+12)?....(p+4i)? 1 
\ (P+2)’(p+H)’(Prl0)’...(p+ti—2) p+4i+2? 
pourru que 2 soit infiniment grand. Cette condition entraine avec elle la 
facult& de pouvoir faire 














p+t:i — 1: 
pt3ti+2 ' 
et alors on €erit 
, — „Pt Pt PH (Phi) (phR) 
W. (pP) pP. (p+2° Tara en (pH HB) 


Telle est la factorielle par laquelle Wallis &valuait le rapport des deux 








int@grales qu’on voit dans le second membre de l’equation (B’.). Dans le 
cas particulier de p=2?, ona 


ıı oI3Idır 


























” ’ V( ve ıc*) BAER 2 u 2 u, 4 2 
E 1 dx os ". d.2? Ey “1 dx 3 n? 
„ Vı 1— x*) Jo Vi—x®) Jo VYli—x*) 
et par conse quent 
4 __ 92 6°.10?.14?.18?....(4i—2)?.(4i-+-?2) 
u „Ei (4i)? u 
ou bien 
4 _ gr 9.6.7 .9%....(2i—1)?. (2i-+1) 
Bon "Ep ee (21)? " 

Admettons, que, Srounker en examinant de son ceöte l’equation (E'.) 
ait eu lidee de faire i 
4 “ 1 
j we. u Nun Y\ — - 
p = 7 + fipr+2 p+1ir56CF3 


La substtetion de ces valeurs change lequation (E.) en celle-ci: 


Eve PFNY)- PP Dim —-vHDVYEorrI)—1=0. 
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Actuellement sı Von fait m 


vP=rep-Ür an 
on trouvera 
— I. FDH+ER+KP— 3) V (DM HKD HIV ld = 
Le coefficient K etant encore indetermine, il est permis de faire A\= ); 
ce qui revient a dire, . posant 
= Yp—1 = 
v(P)=?%(p )+ 70» vpr9)= pp M+ zo: 7 
l’equation (E’.) se change en celle-ci: 
Er. VD DH PH VD-PHIVPH+I-I = 0. 
Maintenant, si l’on fait m. 
K' 
yon / MR: 
on trouvera qu’il convient u. prendre A’=25. De sorte u en posant 
/ =- Zu ‘ 2 — 
Ya Y)t zn Ferrari +z En „7 
on aura 
E.V PHI-P IV DPI PH 0. 
Pour passer de cette UEE a la suivante, on y fera 
u Ba Be u Bun 
v (P)= (p D+ za» YV (P-)= 2(p+1)+ Zu 2)? 
ce qui donnera 
Er. WPD PN VPE VD 9 = 0. 


Sans continuer plus loin ce detail, il doit @tre elair, aae leg transformees 
P ’ »4q 





vp+Y)=rptl)+ mr ne 


7 in} 











y" In » 





successives s’obtiennent, en faisant 


v(p) = 20 — 
Il est par la demontre, que l’&quation 
D.fPp+ND = Pr 
peut etre satisfaite par une approximation rag en posant 
et remplacant successivement Y(P), W’(p), W’(p) etc. par leurs valeurs 
deduites de la formule 





(2i+3)? 
1) + yitl)(p) b 





| 2:43)? 
YV9l(p) = p-D)+ - 


De cette maniere, il est manifeste, qu’on obtient 
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B. iM =(p-D+ — 9 
2(p—1)+ 55 
2(p-Nr 

















51 
EN ge —T)-+ etc. 
Telle est la formule, qui, en y faisant =, donne pour — * ja fraction 
continue de Brounker. 


Suivant cette analyse, le point de depart de Wallis et de Brounker 
aurait &t@ le möme: Tun et lautre ont eu pour but de rösoudre par ap- 
proximation l’Equation 

f(pP):f(p 9 = Pr’: 
le premier y parvenait ü l’aide de la factorielle (W.), le second ü l’aide 
de la fraction continue (B’.) Newton, au contraire, resolvait le m&me 
probl&me par le d@veloppement des radicaux qu’on voit dans le second 
membre de l'equation (B’.). 

Cette analyse prouve aussi, que l’opinion de Lagrange rappelce ä 
la fin du $. 8. est exacte: mais, pour ©£re juste, il ne faut pas dire, que 
Wallis avait rdellement d@montre, que le produit des deux fractions con=- 
tinues 


fo) = PD + zn 
rd 


doit ötre egal & p*. Euler cite ce lemme de Walls en ajoutant „ceujus 
vertlatem per inductonem salıs confirmat, sed, quod caput est; analysın 
non affert, qua ad hoc theorema sit perventum.’ (WVoyez page 101 du 
tome IX. des anciens Comimentarü de l’Academie de St. Petersbourg.) 
La methode prec@dente donnerait €galement la fraction continue ywi sa- 
tisfait a l’Cquation (E’.). Pour er on y fera d’abord 


fd) =p+r—n+ 
ce qui donnera 
@ LP NO FW —- Pr MID —pHrnYot+m)—-H=0. 


Cela poxc, on obtiendra les transformees suecessives de cette equation en 





H=rn—r; 





u { 75; 


faisant 
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Yin) = ıp+tr—n) + TE, 


| Y'(p) 
vo) = pt + 


y’(p) ’ 
W(p) = p+r—n) + TI _ G+DG+ Dt 


 yHR(p) 


I 








Donc, en posant pour plus de simplicite 
g=p+r—n; Hy=(d4Na+Yw+H, 


f' dx. „strtr=i 
i v (i— er) HA 
Gr. f(p) m (g + r) . - ı do. agtr—— v I y Ha 


/N Via”) 25+ | Ho, 


il viendra 























Si on voulait exprimer en factorielles le rapport de ces deux integrales, il 


sufhrait d’y appliquer les formules que j’ai donnees au commencemeut 
du $. 16. 


Turin le 26. Janvier 1837. 





Dans le tome2. des Nova Acta de l’Academie de St. Petersbourg, 
Euler a &mis (Voyez page 43) une opinion tout-ä-fait diflerente sur l’objet 
dont il est ici question. Suivant cette maniere de voir il faut admettre: 
1°. que Brounker a pris pour point de depart la serie I— 343% — etc. 
trouvee par Gregory avant Leibnitz; 2°. qu'ila eu lidee d’etablir cette suite 


. z 1 gt r 1 2 1 
’e H _— 1 — -—— lo —— © — = 1—} >; 
d’equations 2 1 3 1—3+ =, +3 
1 . a 
— =1—-;5+5—-7+77>; etc; lesquelles reviennent ü dire, que 
(4) 
3A: 2) h) As 7 Aa i BE 7. 7 
Au Bu er ı Au = Ay—7’ de re 93 


a. AA, 4. art An+N). 
1 Zu ’ Aut) 


E . . <zI 
dernieres Equations en celles-ci: Ay=3+7z nn” Ayu=5+—- — 





3°. quiil a transforme ces 





Crelle’s Journal d. M. Bd. XVII, Hft.4. 45 
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e 49 Si 121 

Ay d Au 7) Au=I4+ z3 4: u as: [ er Tr vr 
An =?2n+t1-+ Eben mi Cel 2 d ie 
An, = Am -Onrn Cela pose, en partant de la premiere 


’ w_ y44 1 ”  ?y» . * ” 

equation ——=1— 7, m aurait, par l’elimination successive de A,,, 
“Hl 

Ay, etc: 


\ 


st 1 
ZI RAN 


EEE 7 
u 


ei. 
Mais ce resultat etant la difference entre l’unit@ et une fraction, n’a pas 
paru a Brounker assez El&gant, et il faut accorder; 4°. quil a eu lidde 





_ R 7 1 
de transformer l’equation I— 1———, en 
l 4 Au’ 
A 1 
1 ’ 
1 EA RRRRERNE, 
va 
alın d’obtenir par la m&@me &limination: 
Bo 1 
4 u 
2+—— 
2 etc. 


Or je demande s’il est naturel de croire, que Brounker ait suivi un pro- 
cede aussi facile ä executer qu’il etoit diffieile A imaginer, ä une Epoque, 
ou, chaque op@ration du calcul &toit suggerde par des considerations etran- 
geres ü la puissance des transformations purement analytiques? L’expli- 
cation pr@ec@dente, quoique plus transcendante, me parait plus probable. 














u 
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22. 


Memoire sur expression analytıque de la surface totale 
de l’ellipsoide dont les trois axes sont inegaux; et sur 
P’evaluation de la surface d’une voute symmetrique, 
a la base rectangulaire, retranchee dans la moitie 
du meme_ ellıpsoide. 
(Par. Mr. J. Plana 1 Turin.) 





wur 
4 
it 
oc? y’ =? 
a 3, 2, ak 
l’@quation de la surface de lellipsoide. L’expression de l’aire comprise 
entre des limites donnees sera, comme on sait, fournie par la double in- 

















tegrale u er 
s = far ayy[ı+@)+(@)]. 
. dz dz , Si , 
Done, en substituant pour (Z), (5) leurs valeurs determinees par l’e- 
quation (1,), et faisant pour plus de simplicite 
 y a? — c* AR b?-—.c?’ 
a*® b* bi 
il viendra 
/ Fo ö2, = u .® 2 
o- F 
2. S=/Jizdy er 
| a* b° ; 


Actuellement, si lon fait z= c.cosd, l’&equation (1.) sera satisfaite en 
prenant 


x = a.sin® sind, y = b.sin® cos. 
L’angle d etant constant, on peut considerer ces expressions de x, y comme 
les coordonndes de leellipse formee par la section de lellipsoide par un 
plan parallele ü celui des x, y, men& ü la hauteur c.cos9. Mais en in- 
troduisant les deux nouvelles variables independantes $ et ® a la place de 


7, y, il faudra, conforme@ment au principe relatif a la transformation des 
45 * 
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integrales doubles, remplacer dx dy par 


dd dd (2) (5) _ (77) (| —= ab.dY dD.sind cos$; 


ce qui donne 
3. Se ab /[a® d3 sind.YAA—P sin’), 


en posant pour plus de simplicite 


P= ösid®-+e cos’®. 
$. II 


Si l’on veut expliquer geometriquement, ü quoi revient cette trans- 
formationy il faut observer, que les expressions pr&c&dentes de x, y donnent 


4. ym ©. cot®; 


de sorte qu’on peut regarder cette @quation comme celle d’un plan cou- 
pant leellipsoide men& par l’axe des z. L’angle ® est constant pour tous 
les points de l’ellipse tracde sur l’ellipsoide par un de ces plans coupans: 
mais l’angle 9 y varie depuis d$=0, jusqu’ü I=- (en considerant seule- 
ment les ordonnees z positives). 

Imaginons maintenant deux sections semblables qui comprennent 
un angle infiniment petit d®. Pour passer de la premiere section ü la 
seconde sans faire changer l’abscisse x, il faudra differentier l’equation (4.) 
par rapport a y et ®; ce qui donne 

dr b _dp 


—  t— | 


a sin? op? 





ou bien 


in d 
dy  : E: ’ 


en remplacant x par sa valeur a sind sin®. 

En demeurant sur la möme section, on passe d’un point au point 
infiniment proche, en laissant ® constant et differentiant l’Equation (4.) 
par rapport ä x, Yy. Donc, en designant par d’y ce second accroissement 
de y, pour le distinguer du premier, l’equation (4.) donnera 


dy = — de.cot®. 


D’un autre cöte, P’equation y= bsind cot® donne d’y=bd% cos? cos®, 
partant on a T’@quation 


b d3 cosd cos® = - dx.cot®, 
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de laquelle on tire 
dz = ad}? cos9.sin®. 


Cela pose, il est clair, que le produit 
dedy = ap? 


sın 
donne l’aire du parall&logramme infiniment petit compris entre les deux 
sections mendes par l’axe des z. A la verite, linclinaison des deux cötes 
qui font langle differentiel d® empöcherait de regarder ce quadrilatere 
comme un parallelogramme: c’est un veritable trapeze. Mais, la difle- 
rence de ces deux surfaces tombe sur les quantites du troisieme ordre, 
et on doit la negliger, conform&ment au v£ritable esprit du Calcul dif- 
ferentiel,' 


x ad$d cos# sin® 





$. III. 
D’apres cette explication on concoit, que l’integrale 


ab ap [” adsindy(t—Psin’d), 
executee en regardant l’angle ® comme constant, donnera l’aire de l’onglet 
differentiel form par deux plans menes par l’axe des z, faisan“ entr’eux 
langle infiniment petit dD. La surface de cet onglet differentiel peut £tre 
exprimee par un logarithme. Mais si on demande l’aire d’un onglet fini 
comprise entre deux plans dont les &quations sont 


b 
y=zxcoP‘, yz 22009", 


il faudra Evaluer la double integrale 


ab /" apf" a9.sind y(L—Psin’t). 
s. IV. 


Maintenant, si l’on concoit deux sections infiniment voisines faites 
dans Vellipsoide par deux plans paralleles, perpendiculaires üä l’axe des z, 
la surface de la zone comprise entre ces deux plans sera exprimee par 


4ab.d? sind / AP v(i—P sin’d). 


Or en posant 
rn _ (ö?— e?)sin? 0, 
de 


(e? — Ö?) sin? 9 
1— ö?sin20 


2 
c — 








on a 
1— P sind = (1— & sind) I— ce” sin? P) = (1— 0? sind) (1— cc’ sin’). 
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Done, Yaire de la zone @l&mentaire sera exprimde par 


E 7 ® 7 2 ® a 
4ab.dY sind Y(L— € sin’d) dDdy(1— ce’ sin’®), 
0 
\ 


si do _>eE; et par 


4ab.dd sind va—8sin’d) / dd yA—c”sin’®), 
8] ih, 


Il suit de la que, pour avoir l’aire d’une zone finie comprise entre 
deux plans dont les @quations seraient z= c.cos9, z= c.cosh‘, il fau- 
drait evaluer l’une ou l'autre de ces deux integrales doubles; savoir 


gr r / 2 ee oN\ 1 . N /aA\ 
4ab/ d’} sind yAL—Esin’d)./ ddOy(1—c”sin’d); 


4a ya sin d vAa—Psin’d),/ dpy(t—e”sin’Q), 
uf Lt 0 


$. V, 


Lorsqu'il est question de la surface totale de l’ellipsoide, le pro» 
blöme consiste dans l’@valuation de la double integrale, 


.. N - ab / Sao d3 sindy A— Psin 39). 


Leegendre a d@montr&@ le premier que cette integration pouvait tou=- 
jours Ötre ex@cutde par les transcendantes elliptiques de premiere et de se- 
conde espece. La simplicit@ de ce beau re&sultat fait un contraste frappant 
avec lacomplication des moyens de solution employes par Legendre: mais, 
dans l’etat actuel de la science, il n’est pas dilficile de tirer de l’ouvrage 
meme de ce grand geometre une solution qui me parait beaucoup plus 
simple. Voici comment. 

Supposons d’abord, qu'il soit question de determiner la double 
integrale 





6. V’V= ab / dd dd.m sind Y(ii— P.m? sin?h), | 


ou zn est un parametre pris arbitrairement. Si lon avoit la valeur de V, 
il suffirait d’y faire m = 1 pour en conclure celle de S’. Or il est &vi- 
dent que la fonction de m, ainsi designde par V, doit donner V=0 en 
y faisant m=0: et qu’en faisant de m&eme m = O0 dans son coefficient 


> 


. | ’ . 
differentiel —, on doit avoir 
ad m 
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dV “2 2 
— Sab I d3 sind = 4 b. 
Sabf ao 5 sin 9 dva 





dm 
Donc, s'il @tait possible de former une &quation par la combinaison des 


co@fficiens differentiels de la fonction V, on aurait ramend la question ü 
l’integration d’une dquation differentielle; ce qui peut &tre plus au moins 


diffieile, suivant la forme de cette @quation. 
Si l’integration sera possible, les deux conditions dont nous venons 


de parler serviront ä la determination des constantes arbitraires. 
\p 1;% 


Cela pose, si l’on fait 
U = v(m’— Pmt* sin’), 


on obtient 
dU __ m— 2m? Pin? O 














dm U s 
d’U __ 1—6m?Psin? O m? (1— 2m? Psin? O2 
dm? U un IE . 


De lä on tire, 
1 dU Bee nnd m (1—2P m? sin? 6)? 
=. U: er 








—  — (| eu 


m? dm mn dm? 














__. 4m? a a 0) + m (1—2Pm? sin? 6)* 
Ks U3 4 
c’est-a-dire 
1 dU 1 d?U m 
m? "dm m dm: — Ui?’ 
ou bien 
1 dU 1 dU 1 
A} weg > da md 2 = . 3 © 
m m m dm m® (1— Pm? sin? 6)? 


En multipliant les deux membres de cette &quations par d9 sind et inte- 


grant ensuite depuis d= 0 N I=- on a 


2 T 277 sin Od 
ı/ wi Tabs WEIN a: . 00 sind = — uch u 
0 0 A—Pm? sin? 0)? 








Or on sait, que 








/[ dx u xc En 
(a-Hb.x2)? aY (a+bx*)’ 


partant il est clair, que 


TE 


E: d®sind vn 5 
v 7 





(1— P m? siu? 0)? 








no 7415} " yi 
359 22. Plana, sur la surface de Vellipsoide. 


On a done cette Equation: 


n 7 
1 2? dU . 1 I U . 1 
8. m’Jo dm d3 sind — m o dm* a; IIIETEEN m?’ (1— Pm?)* 


Actuellement, si Fon multiplie par d® les deux membres de cette equa- 








tion, et qu’on prenne ensuite lintegrale depuis P = 0 juqua P = . on 
aura 


af? aof” EUFTFREEY aof'2la sing — "ap. 


Ö 





Mais nous avons 


JE 2 =/ 
—Pmt pn) p-F&8* cos’) 
if 2dyp 
= $ - 


1-7 +) ap 








De lü on tire, d’apres une formule connue, 


f dp su sı ’ 
o„i—Pm’ “ .ı/ BE nn AH ; . 
j Yo +: )-7@-e):] 


c’est-ü- dire 








re 


a st 
0 1—Pm: 2V [1— m? &*) (1— m* ö*)]* 
De sorte que, en posant pour plus de simplicite 


= 1 MA) = 1m (+) Hm 





on & 


9. S anf’ Yassioo-mf' apfel u = vo 


En multipliant les deux membres de cette Equation par 8a, on voit, par 
le rapprochement de l’&quation (6.), que la fonction de m designde par 
Y donne 











dYV o’V 4nab 


en Vo’ 


L'iutÖgrale complete de cette Equation lineaire est 


dY 5 dm 
dm mV Oo 
Pour determiner la constante arbifraire Ü, je remarque, qu’en deloppe- 





ment 7%, on a 


0" = ı+% = +8) + etc. 
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partant nous avons 


» LAPPEN C+4rab—Irabm’(’ +8) + etc. & 


dm 


Dun autre cöte la formule (6.) donne 


dar . ? dg dA® sin I(L—? m? Psin? 9 
— = Sab Be v7 7 my  yaor ve der Wr Tem 
dn JouJSo v(L—Pm* sin? d) , 


d’ou l’on tire en developpant; 


dr ip? x ap? 
— Sab/ Fi dd d9 sind —Sab. im: # AD d5 P.sin’d + etc, 
0 0 ud 





-. 


dm 


Mais on a 


7T i 

? ® & 2 ‘2 ) a) 
f disn’d = 3, $ PO =Z+E), 
« [B) 0 


et par consdquent 





dF ‘ m 
— 4Arab— ?2rabım? (0° ") de . 
m 7] zahbm(ö° ++ 8) 4- etc 
Done on doit faire Ü=0, ce qui donne 
dP “ dm 
. — u Arab — ——, 
11 dın ud J/ m’VY0 


Il suit de la, que 


. . 7 » E) 
r am dm 
V= —4r ab /mdm- == —?rah/ } /- En 
. . r /m’V0O . “ m. m’VO’ 


cu bien 
_ n Im "dm 
: Y= —„Irab Im far TAT I 
|} 8 72 m* V () ’ vo . 


> 


y . . , . () . .. ’ - 
En differentiant lexpression de — - et prenant ensuite Uinteorale, on obtient 
n © , 


Yo f- dm „lm dm 
„. =- Javette/) To 


Done T'equation (12.) est equivalente a celle- ei: 





2 j Im 64 ’m? dm} 
| a e Val dh E (0 um be fi) e’m Pi 


Ia nijoute pomt de constan!e arbitraire, puisque la fonetion 3 «sit deve- 


nie nulle en v faisant ar = 0: mais, pour plus de elarte, jecwirii 


" 
- 


. ke dın 0 9 m ın m 
3, i — ?rab|m 0 / en u (U = su... de 
Y . „ = YO J ‚ Vi 


Maintenant, si Von fait daus cette formule an= 1, on aura pour la valeur 


cherchde de 8°: 


p ‘ / ANY Daı e ' dm & IT m®!dn:} 
4. S’—= Iraby (1—- e)'l1—0))- Ira / amd 5 / us Peil) 
var 
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$. VI 
Les excentrieitd# d, & de Vellipsoide dtant des quantitds plus petites 
que Vunite, on peut faire dom =sinw: alors on a 


dm u: f » de 
v5 f- PR Te 
Er) 


Ö: 


Cette expression aura la forme requise, si 8 >e: mais si ou ayait o<e, 








on feraitt me=sin; ce ai donnerait 
’dm 1 dy 
wor gs, Ö? % 
TE TE an) 
FE / 
Ainsi, en supposant d>e, si l’on fait 
€ . IN . 
77 = sın?T; 0 = sın @y 


la formule (14.) donne 


15. NS’ =!rzaby(1—E)(— 0)) 


FW 12... WA dıy Ex sr vr, dın 
V(i— sin? T.sin® r) "JS, VÜA—sin®’r. sin? vw)? 


et en supposant No si l’on fait 
5 








== SiDT, € = sinw, 


la meme formule (14.) donne 


16. S’ = ?2raby((ti— E)(1—0°)) 
3 tab /'r d vv / w sin? ıy d ıy - 
"A1— sin? r. sin? ıp) JS, V 'l—sin?t.sin®w,l" 
Donc en Me. a a la notation de Leyendre: 
ge dv FAR z 
= EIı 2) ) 
0 Vi- = sin® T.sın? w) das, 
$: dyy 1i—sin’r.sony) = E’r,w)); 
et se rappelant, que 
d ıv sin? wo 1 r \ Y \ 
=; vi a 2 IF(r,w) —E(5,w)]; 


- sin? Tr. sin“ vr) sin? T 




















on reduira les formules (15.) et (16.) ü cette forme: 


17. 8’ = IrabyY((i— A) + FF a9) Fr, w)+ÖE(r,w)]; 
18. NS’ = !raby(A—E)1—3))+ m (1— 2) Fr, w)+e®E(r,w)]. 





Tel est le resultat trouve par PER 
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Toutefois ou ne doit pas perdre de vue, que la formule (14.) a 
l’avantage de comprendre les deux cas dans la möme expression: ce qui peut 
etre utile dans d’autres recherches. 

$. VIH. 

Si ctait question d’avoir la surface de l’ellipsoide par une serie 
reouliere ordonnee suivant les puissances et les produits des deux excen- 
tricites, il vaudrait mieux revenir ü la formule (5.) laquelle, en y derve= 
| le radical Y(1— P sin’#), et observant, que 








e Udsnd=1; Sit} d? sin? =77z; eto 


0 0 


donne d’abord . 
u 7 | PP p _ pP 
. 3ab/ all 3735757 "757 et8]- 
Or il est facile d’avoir la loi de l'integrale definie 
i 2 “ n 7 n « 
R; do Pr = / dd (ö* sin’ O+ €’ cos? PD)” 
0 0 
a laide d’un theor&me d’EKuler. En effet, on a 


sd Eco’d = 4’ + ER) — 3° — E) cos?P:; 
= ![(d ++! — ES? —2(d+ 8) —eE) cos? d], 





ou bien 
nd = EEE. 


Cela pose si l’on fait pour plus de simplicite 
0—E 
a = << 
ö+: 








ıl viendra 


Swr- — CH)" [zapii+e—2a002077, 





ou bien 


r 


$ dU PP" = Ne S" aplı+ a — racosd!". 


0 


Dous en @valuant cette integrale par la formule donnde par Euler dans 
la page 210 du tome IV. de son Caleul integral, un aura 


2 


m m 4 
eurer) # | 
i 7 ın'im — f yım 9 2 2 | 
/ Id Pr — Be “oe +( aa . \. 


— 
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En designant par A,,, le Peen compris entre les parantheses on £Ecrira 


19. Fa dp" = CT) "An 


, A | d [4 
Cela pose la serie prec@dente donne 


20. = trablı-2 (CE) 1-55) 99— ein]. 


2 








) 
Es 


$. IX. 

Avant de terminer la theorie de la surface entiere de Pellipsoide, je 
ierai observer, que, analytiquement parlant, la methode employee nar Le- 
gendre, consiste ä faire 

x = usin.); y m Z v(wW“— AM) cos\; 
ou A, BD designent deux quantites constantes; et , les deux nouvelles 


varıables independautes. Ges expressions donnent 


(>=) u ei £ [<7) DR RB 7 an; 
du = anna ’ du "a Y iu — 4?) en 


Se (52) RB ‚.9 2 P} 
zu u / y S . ERER... 8 EEE u, na A dien A > "u e 
F 7 u cos , dw A 24 \ Re 


I 
du dy (2 dıy Nd (1) dw]? 


qui deit remp! lacer de dy, sera 


Donc la fonction 


A B u” vos“ Na: | nn B dud p (u’—4° sin? vr) 
di / d "I Vu:- n- WE + vl 7 A’) sin “ — A VW_P) 5 





De sorte que la formuie en donne 
Ö? 2 Sj 2a a e? 
‚fh u = — ; (u?— 4?) cos? 











= | >43) 7 1 u? sın? wi; ö . 1, 


Br — 7:7: (4 ) cos? y 


ou bien, en remplacant V’unite par ER 


/ a u?ö°f. a’ e* „E 3 
} \ _ » GERD GEESEEED PER S ’ Zur . u r ) 
/ 1" En (1 + cos” U 3 sın? U 7 2 N: A: j 


L a nr ‚2 42 Ki? ar) z 

_ F # ‚- . m j - — —— . bi a 
f J y UT g / ° 3 2” a4 a B . 
ARRn | | in * Um — — —, cos? 

ler) re], 


Jusquici rion ne determine les deux constantes A et B. Donc on peut 























les prendre telles qu’on at 
2 RB: a? €&? B: “ B*® 


. i 
I+ DE 92'062’ 4°’ 147 ud er 








ce qui ofire l’avantage de pouvoir separer en deux ae dependants 
chacun d'une seule variable, la fonetion soumise au radical. 
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Ces deux dernieres @quations donnent 


2 a'(ö?— e?) ‘m a’(a’—b?). wer b?(ö?— e? a 
o (1 —e?) at—ı* Re a Fl ar A 


partant l'expression prec@dente de S devient, 


in a? ca Lu 
N — 3l: u dm (u? — A? sin? u) / (Ci v+ B: cos | In _—— =) | 
y za bi oa 
. V (u A?) y (& + Tzc0s2 ) (1-2; -)) 




















A 


ou bien 

















S| 2 he. Be :0S / 
S DB u®du. V (a? — u 2 Ay / sad 5: ol 
a _— - 
A, Vuw— A: )(a? — WU ” V in + zn 
E ’ be 
+ BE 2 ah 
duV (a? — 0? og li Y b° BR 
—AB Bun: dep sin? ZU RER | 
vi nn. lat — . 2 V a BE: cos? ılı 
\ b’ Ad?’ J 


Cette formule, ainsi trouvece @ priori, s’accorde avec celle que ZJuegendre 
construit par la considöration des deux syst@mes des lignes de plus grande 
et de plus petite courbure qui divisent en petits quadrilateres curvilignes 
la surface de l’ellipsoide et Vellipse principale w en est la projection, 

En prenant v= A, uv=a; V=0, = 37 pour les limites de la 
double integration, Legendre atire de läle resultat donne dans le $. VIL: 
mais en traversant des difhicultes, qui ne sauraient tre surmontdes sans 


une profonde connaissance de la thcorie des trois transcendautes elliptiques. 


$. X. 

Imaginons un plan parrallele au plan des «3 mene a une distance 
M de ce dernier. Sur tous les points de lellipse resultante de linter- 
section de l’ellipsoide par ce plan, on a 

M —= bsind cot®. 

Comme M<-b; si l’on fait M= b cosw (sans avoir @gard ü la significa- 
tion attribuce precedemment äü la lettre w), on aura 
c0Ss 
cos p” 


Donc, conformement ä la remarque faite dans le $. II., lintÖgrale 


ab apf"as sindoy d—P sin?9), 





sind = 





cos @ 


prise de maniere que sind soit remplac& apres lint@gration par ns 
05 
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donnera Vaire comprise sur Vellipsoide entre deux plans infiniment voisins, 
mends par l’axe des z et le plan mene ä la distance .M du plan des x, z. 


Pour plus de clart© nous ferons 


. COS W 
21. sind = ; 
cos p 


et alors, cette aire &l&mentaire sera exprimde par 
ab aof’a snöy/1—P sin’). 
Done en integrant cette aire entre les limites P=0, P=w, on aura 
A' = ab E ü ap/" a9 sind YA—P sin? $) 


pour laire terminge sur lellipsoide par le plan de yz, par le plan mene 





a la distance M du plan de zz et le plan men& par liaxe des x et le 


point ou le second de ces plans coupe Vellipse principale dont l’equation 
EEE 5 
est arm 5 
De sorte que 4‘ represente Vaire projettee daus le triangle @OH 
(Taf. 111. Fig. 13.). Effeetivement, si nous nommons N Vabscise OK = GH, 


nous avons 








. M b cos 
nv HIOR = — mm —: 
tanu N je 
. 4 B M < N ® v 4 _ 
mals l’equatıon wrz u. Br — 1 donne = 4 sin 9 5 partant, tang H0R= 
F 2.22 Br 
— cotw; ce qui s’accorde avec l’equation (4.). 
a 
Par un raisonnement tout-äA-fait semblable on verra, qu’en posant 
‘ . / sin 
Eu sın d’ — - , 
Bin p 
on 4 


17 = af ap” Adsind Y(l—Psin‘) 


pour Vaire projetce dans le triangle OHK. Donc en nommant A= A+4" 
laire projetce dans le rectangle @HOK, on aura 


„3 A= ab/"apf"as sind sind Y(1— Psin’$, 


+ abf‘ "ap" a9sind YAa— Pin’). 


Cela post nous allons chercher l’expression de A par les series. 
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6, 


D'alor. 1008 avons 


Wu; 424 1 TEE, 1.1 9 4 
\/ sind —ZP/ dB sin’ — Pf Pip® f 


AN m ı) 


AZ ab f do 1.13 
” 9 BR. >») Di _* iu... an 
72 u A d) sin d— etc. 


qui } 


gm ,. a ig a 
n \/ nz Pf d9sind— 5, Pf dä sin’ sf 


+abf ap" zZ | 
J. | or — 52 : pi/ " d$ sin’d — ete. 


“ 0 





Or oona: 


pt ce a 
/ ddsnd = T—00sß, 


0 


ng‘ : er ‚ 1_? / 
/, dd sind —= 3 — 0083’ (2+ 5 sin? = 3 — cos$’ fi (sind‘); 





Fi "ddsin’d = = — cos hi’ (23 + :, sind’ + - sin‘ 4) 
= ae — cos#’ fz (sin 0); 

va "a sind = ni — 608 ie -+ = sin’ 9’ +3 3 - sin 'g +> — sin 12 ) 
= M — cos’ f; (sin 9’) 


)one en substitvant ces valeurs il viendra 


ii N y- 
Az ab/ d2|1— 4 P— 35 P?: — > 


v0 Fl 


P'’—- etc. 


- 


ab” dd cos’ ef, 
+ab/ AD cosh [> Pf sind‘, IE Ir: UP fs(sin$‘) + pP (sinh) + ete.] 


Bu 





+af "ap cos d’’ 3 Pr (sind) +5 ‚P° 72 (sind +33 P fi (in de Leto]. 


D’apres la formule (21.) on a 


Sao cos’ - /' =z v (cos’ o— — c08°’w): 


0 





donc en faisant sin® = sinw.sin\) nous aurons 


w . 2 dıy cos’ a zı 
ri dd cos = sin’w ch E = „(l—coso). 
0 


o 1— sin’ o sin’w 





L’equation (22.) donne 
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"7 GENE: dp 
1% D cos$ -—— y(sin’d — sin’ u) 


w sin p 


done en faisant BERN: L’ on aura 


7 Bi 


©. ı dab! sin? ab A 
f d& cos$’' = c08°’w —— = — (1—sinw). 
es „a 1 cos? w cos* ıy/ 2.\ / 





1 suit de la que nous avons 


7 4 | . 
4 = — ab (sinw-+ cosw—1) 


14 


2 l 1 
ah dd(z "27 P+—P+ 5 P'+ etc.) 


« 


ce 











" 3 dı cos? ap „sin? Pr I p' ).2 NV‘ 33 TE, ul 
> ” . » 1— sin? w.sin?ı n Ü +3 1 | + ,4.6 PU + etc. 
”E 
ji ? d at? sin : u’ r eos? () | 2 N) nY 1. t rv 1 1. 3 
ME Bruch d 3:1? “u 3 Yu 
y a of 1 — cos? wm ..cos? w’ E PL . tz, 2.4 I L , t34 2.4.6 Pol "+ets]; 


ou lon a fait pour plus de simplicite 


P' — Ö' sin’ w sin’ Y + E [I sin’ w sin’ ] 


P’= 2 cos’w cos’ W’+ 0° |1— cos’ w cos’) 


® + (0° — E°) sin’w sin’; 
+ (8° 0) eos’ cos’ W'; 
































2 1 cos? 
ee nr 
3 3 1-— sin? o sin? 
u vos? 1 evo-*+ 
Hr 
I. 15 1-- sin‘ » sin? w 5 (1— sin’ @ sın“ w)? 
U 2.4.6 5 vos? + 6 vos? + 1 eos® 
35.7 7 15 1— sin? » sun! y 33 (1— sin? @siu* u)? 7 "(l— sin? © sin? ıp)? ’ 
eic.; 
> j sin? w 
I Fa 3 r > Ai— cos? W cos *® at? 
in? sin® 
RR . sin? 8 sin® @ j 
Fe 3.9 Id 1 vos? w «0s* ıp’ > (1— cos’ cos? w')? I 
‚ 4.6 5 sın? W En 6 sın® +5 | sine o 
ne ne 
{ ge: %; Tr 15 1— cus? w cos’ W’ 39 (l— cos‘ w cos? w’? 7" (1— cos? w cos? ap)? ) 


etc. 
Pour simplifier cette expression de A, joobserve qu'actuellement, 
rien n’empeche d’y remplacer D et Y’ par ®. Alors, en posant 
0 E+("— E) sin’wsin’D, 
0’ W"+(E — Ö)cos’wcos’d, 
IE 1 — sin’w sin’D, 


R | — cos’ w cos’D, 


\ 


| 


\ 
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” ® y 
ıl vien ra 


24 im — ab saw + co8sw —i 


fe ‘ 2 
I 12.1 to 
2% [3 2.50 





* 1.1 y? = 4 c0s?w 1 cor“ “| 
r »2 ‚CC $? () / aA I“ 2 pe 1. u u r7 12% 
+ fd 5 sin’ f en 2.4 0) 15 r ) ji / 
. ü . Fi ! ‘ . . 4 
2 1:2.3 3 2.46 8 cos? 6 cos? w . 1 cos’ 
EEE ATEN. 
2.4.6 3.9.7 15 14% 30° AR" / h'' 
_ etc 
i ‚6 





1 j 2 1 sın? w 
0" T2 + el 
2“ [3 I RT 


m nn a 4 sin? 
Hab er ru ts mr 
ws : . 11.3 a Ss sin® 0) 6 int m 
2.4.6 ° 39.7 


—- etc. 


rn 
n 
—) 
ee 


a 


sin? w 


On peut regarder cette formule comme composee de trois suites infinies. 
Dans le $. VIIL nous avons donn& la formule propre a integrer les diffe- 
rens termes de la premiere: je vais faire voir qu’on peut aussi integrer 


la seconde et la troisieme par les formules d’Z£uler. 


$. A, 
Pour cela il faut partir de ce principe que, en general, on a: 
25. 1+ KR? sin’ 
d: er (?)\* —yY (i--K?)\° A: 
Sea EFI ET 1], 


26. 1— K? sin’3 


K* 1--Y (1-- Kat - 4--Y (ti K?)\\? ä 
nn l1+ ( u —) —) ( = . ) c08\7 — 2 5) 
42—V ı(1l- X‘) K K i 











Potr demontrer cette transformation joobserve, qu’on a 
1+ @—2acos?9) = 1+ a — 2a l— 2a sind) = (I ’+ 4a sin’ $; 


d’eu lon tire 





+a ..n 1--a?— 2acos?2d 
ee «0020 
r (1—.a)? " ’ (l— a)? 


Crelte’s Journal d. M. Bd. XVII. Hit. 4. 47 
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Gela pose, si Von fat K’= — on a l’equation 


"— u (1+ —r) +1=0, 


qui donne 





9 i Bu I — V(I+K°)\: 
a=1+all-yu+ RN) = (HN, 


et par consequent les formules (25.) et (26.). 


Il suit de la qu'en faisant pour plus de simplieite 


> a sT (1) 
. — e. ° e F 2 
a’ B tang 2%; u = fanp E =) j 





on &: 


11 | 1) s F 
R' = 00° 2 tat 2at. cost 20]; 


BR" zu. au (= — 2. [14a — 2a’ cos?D]. 


En posant 


—V (8? cos? mw Ö? sin? w) R O—V (Ö? sin? w-t 2? vos? w) 














gr Be Aue MEERE Vu ie 
(0% — &*) sin? W ’ " &e? — 0?) cos? @ 
on aura 
z 
PEN nlll2 ) BER u >. 
0 = galt 4a" 2a” 00820); 
lt | ıv? 2% f uw. 
0'—= —— [1+a" —N2a” cos(r—?2P2)]. 
4a" 
Maintenant sı l’on fait 
A —= 14a” —2%a’ cos — D); 
A = 1-+a'” — 2a” cos?d; 
Az 14a? — 2a’ cosd; 
Aw = 1+a”” — 2a” cos(# —d); 
. - . .. 14 * 
on peut &crire, en doublant les limites de lintegration, 
(1) A 4 ‘ST () j / 
R = cos! —A); R’' = cos g4 — —)A”; 
24 \. ne 
1 J 1 
B_ RE \SIL, "7: Jr A ıy 
we ae u? - 4aw2 7° 


Alors, la formule (24.) devient €Equivalente ü celle- ci: 
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rn og 
7. A= ud (smw + cosw—1) 


-abf ap(! p oe P+— „P’+-. 5 P'+ ete. | 


2 

















mw 2? 1 q ' 
Erz, & +7-& 
_ b.sın? an dp! {+ cos) +; 1.1.1 4 4 4 1 q° 
Ze 4 1’ WR 2.4. TE „2 13,5 15 X Be \ 
2 cos? — » / 
< Wu 1.1.3.X'”® [2.4.6 8 g 6 g° 1 9°]j 
< KA. IR 2. ER: 2 
u 9.4.,6.43.; yrr8 13 57 t75:77 + 3) A’? + ; N’ | 
+ etc, 





A > vor 
2.4. av? [3 173 Ar 
4.0. 


ab «cos? w / dp (1A— cos f) ER u 
ade ) J . Be +57. Pam 3.4 +75 Au To Zn 


A dd 
\ 
1.1.3. Aıv® [2 


Bu DE FE ER 
rap wlirtn at amtzz | 
+ etc. 


\ & u ’ E . F4 
ou Fon a fait pour plus de simplieite 























cos? w , sin? w 
re u" = ku 
f w / na [f7) \° 
cos* 2 cos* 2) 
Les fonetions (A'’)*, (A'Y)” peuvent ötre developpees par un nombre 


fiui de termes a Paide de la formule suivante. Soit 


2m (1— m) 


a 4, cos?d 





1 @—N2acosd)" = A,—?ImaA,cosd — 


& w) a: 2 
Im (1— m) (2 — m) 3 . 
u are a —— A A, cos I ® a etc.. 
Au u W 


On aura 


m a’ 


I+-(n-+]1). Eiche man 
_—_ m+1 m+2) m (1— m) £> a? ;) 








E Y\m 2 REN -@a 
r (m-1)(m-4-2)(m-+3) m (1—m) (2—m) (-—) 
BE EEG FIG) ee 


nz etc. 





f' 








(Voyez pages 276 et 278 du tome 2. des Exereices de calcul integral de 


Liegendre.) 


47° 








n9 
Lo 


362 


sont reduetibles iı des termes de la forme 


f re dep eosig 
JS. (l+a*— 2a cos p)"? 


; et n @tant des nombres entiers et positils. 





Euler a d@montre, qu’on a 





& dp cosıp ta! i+1.14+-2.:4+3.. it-n—1 B 
J, A+a?— 2uacosp)" (1— a? )j’rı 1.2.9.0 in 
i—1l.n—i—? 


Plana, sur la surface de lellipsotde, 


TI suit de lü, que la seconde et la troisitme serie de la formule (27.) 











DB. — de ei 


%,n—3 „;n—i—ln—i- 


u 


= Bu N rn K 














+ SEE, itHli+2.i4+3 | 


+ etc. 
Je ne pousse pas plus loin cette 


. # . « » j 4 N‘ 
lintegration ü des formules regulieres, 


Turin le 24. Octobre 1836. 





analyse: il sufit d’avoir reduit 
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28, Lobatto, sur Vintegr. des equal, FRE. -sy=(, iz: ab So yz=Ul par des inldgral, def. 303 


Sur Nintegration des equations 
ck —tiy=0(, er uxcy=0 


dx 
par des integrales definies. 


(Par R. Lobatto, Docteur en sciences a La Haye.) 





Wies deux @quations pr&cedentes ont deja &t& traitees dans ce journal; la 
premiere par M. Scherk (vol. X. pag. 92), et la seconde par Mr. Kum- 
mer (vol. XU. pag. 144). La methode d’integration employde par chacun 
de ces g&ometres, s’appuye sur le developpement prealable de la valeur 
de 7 en une serie infinie qui se fransforme ensuite en int@grales delinies. 

Je me propose ici de faire voir qu’on veut parvenir aux m&mes 
rösultats d’une manicre plus directe et plus expe@ditive sans rechercher d’a- 
vance la serie infinie qui exprime la valeur de lintegrale, ni sans etablir 
aucune hypothese rdlativement ü la forme de cette serie. Le proced& que 
je vais appliquer pourra sans doute s’etendre avec succes ü d’autres dqua- 
tions diffErentielles du m&me genre. 


n 
a . 2 . V n 
I. Integration de lequation Fr u OÖ, 


Considerons d’abord l’&quation plus gencrale 
d"y 
d ac" 
ö 


«a designant une constante arbitraire, et supposons 





= Y = d, 


y= lje*Pdp, 


ou «P exprime une fonction inconnue de la nouvelle variable p; cette in- 
tegrale devant etre prise entre deux limites qu'il s’agit de determiner. 
On tire immediatement de la valeur de y 


€, — /e* Pp dp. 





EEE 


Substituant dans la proposee, il viendra 


[Pr dp — [e*2Pap zu 
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364 23, Kobatto, sur Üintegr, des equal. — -ey=0, = +abz"yzzU par des inidgral. df. 


4‘ 
fh ii 


I. integration par parties transformera Ir second terme eu 


ePp— [e“dP, 


8 mmmB..n.d 4 
(ep dappiPf)- ee" P = u 


# 
aF 


Si Yon fait disparaltre maintenant la parties alfeetee du signe integral, le 


- 


terme e“ P pris entre les deux limites de Vintegrale aura se reduit A la 


’ 4 Eu .\ u. 1) » . . ” 
eonstante —d. Ur, la premicre condition fournit immediatement l’&qua- 
tion dillerentielle 

dp 
F 


> F ° 4 # 
laquelle £tant integree, donnera 


m" dr 
„ ep, 





P=(e "+! 
f.4 seconde condition devenant alors 
pri 


re 
(de "rleosr — — AM. 


il est facile de voir que cette equation sera satisfaite entre les limites 


p=0 et p=x, pourvu que la constaute €! soit « 


’ % “ 
‚vale it (Un aura 


1. 
p 


it u af e u 2. ‚ei dp 


& 


Gette valeur de y n’exprimera cependant qu’une integrale particuliere de 


lequation 


——ry=d4 


dx 
Pour en obtenir une seconde, il sufüit de remargquer que puisque la 
quantit@ P’ ne change pas en y derivant pp au lieu de p (g Etant une des 
racines de ’Cquation "tt —1 = ()), et qu'il en est de m&me des deux Ii- 


mites de lintegrale, cette seconde valeur particuliere aura evidemment 


pvur expression 
1 


p"* 


» T. u VEN 
pa / e "tler d p- 
& o 


{ 





Kt comme la difference de ces. deux valeurs fournit necessairement une 


. ‚ . N‘ 7 . | 
integrale partieuliere de Vequation 
d”y 


—ıy =(, 





da” n 




















X tabx "y==0 par des integral. dEf. 369 


Ad" 
23. Lobatto, sur l’intdgr, des dquat, U =0,% I: 
dr 


il en resultera pour cette valeır particulicre, l’expression 
n+1 
p 


Y — — 
af Wer "2 — oe’*| dp, 


« designant une constante quelconque. 

Les n—1 autres valeurs se formeront Evidemment en employant suc- 
cessivement les 2 —1 autres racines 0°, 0‘, .... e" de l’equation —I—0. 
Donc la valeur complete de lintegrale que nous cherchons, et dont se com- 


pose la somme des n valeurs particulicres, sera @gale ü 
pt! 


ef e Fi dyla+a-+1;....4,_,) e”* 
— (age + a, pe "px 44, p’ u 7 o" er pl, 





Si l’on fait 
au +%.... +0 =Ü 
et qu’on change u en — Ü\,, a, en Ö, etc., lexpression pree@dente prendra 
la forme suivante re ans par Mr. le professeur Jacobi (tome X. p. 279): 


— ff“ SR Ce + per +OKer 4... Ude P‘}. 
Differentions cette valeur de y, nfois de suite par rapport a x, on 


. .. » . . 14 ° d'y . , 
trouvera sans peine que le co@flicient differentiel ——, se r@duira, dans l’hy- 
x 

pothese de n=0, Aa la somme C+-CG,+C,....+C,; dou lon peut 
conclure que lintegrale complete de l’equation 

d"y 

—. —ıy =4, 

42” . 
s’exprimera par la möme valeur e y, pourvu que les an +1 constantes 


soient asujettis a la condition 


CHos3or...e 2a 





2 
a a Y 
II. Integration de l’equation - +aba”y=0. 


Faisons d’abord y = /e" Pay; t et P exprimant des fonctions in- 
connues de x et de p, quil s’agit de determiner, ainsi que les limites de 
Pintegrale. Soit encore ad = — ce, l’@quation ü integrer deviendra 


2 


d*y n 
1. "Ey um .0. 








d 
Difförentiant la valeur de y, on aura 








ee f . IR. ; f h4 » I% + , 7 R) d y g d? 5 4 aa ® 
47 15 23 L: ‚uaLlo, siir id inteär. Ue>s dquat, \ en LYIE V, 5 +a! 2" ——{) par des intder, def. 
ar a OT ru « 


— 


da BE | dr 


ad . f. -nt p y? di! : d ) / n7 pP ad“ i ’ 
i u 3.42 u "Pp» —— dp. 
.* J / u” / ’ | darf 


Substituant dans lV’equation (1.), il en rösultera 


« ) d R 2 ) . ’ 
2. Je Ä (pi Im 2°) Pdp [er P» —. dy=O0, 


Prenons maintenant pour ? une fonction telle qu'on ait 


dy „ Wen pP»: u A 
; 


di? u 

ey 
ou bien 

di NZ ni 

rn 


don lon deduira facilement, en Eerivant m au lieu de = +1, 





Bi dt 1 72 ri 3 m (m—1} 
/ = 0 x k >) es tr Fe B3 ER = 3 ° 
am Fa se daı* 1 2° 


Ces valeurs changeront l'equation (2.) en 


Bi. DR a 
3 m Jerkp—N) PrF dy— (m—1) fe "Pptdp 


Or, Vintegration par parties donne pour la valeur du premier terme de 
cette equation 

m» > BE pt / »/ n 2 Ad 

1 p°) P: f {d . (i—p» X 
Par conseqient 


a—p) Pt—tfe [an —1)Pp --m "E; E a7, —=(. 
” ( P 
En egalant A zero la partie soumise ag, signe integral, on aura pour d£- 
terminer la fonction F?, V’&quation diflerentielle 


nm —1) Pp dp + m(1— p°) dP—2mPy dp =V0 


qui se reduit a 





d—p)dP = (? un Ppdp, 


d AyF 





daR _ (sr) 2pdp 


fr ® 
2m 1—p? 


Done en integrant, il viendra 
“ (=) 

P = All—p’) ‘®, 

Juant aux limites de lintegrale, elles seront donndes par l’&quation 
et’ td—p)P= 0 


3 














X +ab x"y=0 par desintegral. dEf. 36% 





23, Lobatio, sur l’intdgr. \ e ; 


qui revient & m-1 
4. der (i— pP)” = O0. 


Or, en admettant que l’exposant m— exprime un nombre positif, ce qui 
aura lieu lorsque @n est >1 ou un nombre negatif queleonque, on voit 
de suite que l’equation (1.) sera satisfaite par ay=1 et p=x. Done, 
pour toutes les valeurs de m non comprises entre O et +1, c’est-ä-dire 
pour toutes les valeurs de 2 non comprises entre —2 et O l’&quation (1.) 


aura pour intÖgrale 
ya Ip ae 
Il n’est pas difhcile d’entrevoir, qu’en donnant äl’int@grale la forme 
y- Se'+ er‘) Pdp 


la fonction P se determinera par la möme quation differentielle que celle 
obtenue ci-dessus, mais l’@quation aux limites deviendra alors 
(—er)i—pP)P= 0, 





ou bier 


m—i 
Ale —er)1—p)’” = 0; 
equation qui, dans la möme hypothese rdlativement au nombre m, don- 
nera pour limites p=0 et p=1. Ou aura ainsi 


BE... -- 
6. y= MRRPTRIBENBE pre dp 
fl 2. a tı\ _ (+ 
uf a Da 


Chacune des deux expressions (5.) et (6.) repr@sente seulement 
une integrale particuliere de l’&quation (1.). Gn va voir qu’on peut 
en trouver encore deux autres qui conviennent respectivement aux deux 
systemes de limites de l’integrale. 

A cet eflet supposens y= fe'Pxdp, ou P et ? designent en- 
core des fonctions de p et de x. Differentiant deux fois de suite et sub- 
stituant Fragen u la proposee, on obiiendra sans peine 











2 
Ser [pe &—r 245 +27 4] Pap+e fer Pap = 
“ , . a dt = “N [4 . b x 
Si lon fait de möme „—. = cr?, cette derniere Equation se reduira ü 








er (2 5 d’t Z)Ppdp = 








fe J 
x 
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368 23. Lobatto, sur Pintegr. des dquat —__y=0, Fr tabx”y=0 par des integral. def. 


en 


et en &liminant les coöfficiens difförentiels 1. , il viendra, apres avoir 

dx dx*? de; 
multiplie par x, l’@quation 

m fer a—p)t Pdp-+ (m +1) fer Ptp ey == OÖ, 

Or celle-ci ayant la möme forme que celle (3.) traitte ci-dessus, on 
n'aura qua changer dans cette derniere m en — m, ce qui nous donnera 
immediatement 

MT‘ 

P= 4'(1—p) (Fr ), 
On aura encore pour l’@quation aux limites 
e’i—y)P= 0 


qui deviendra actuellement 
+i 
der il—p)”" =0, 


et a laquelle on pourra satisfaire en prenant p=1 et p= x, pouryu 


13 


que l’exposant ——— soit positif, c’est-ü-dire que m soit un nombre po- 
sitif quelconque ou un nombre negatif >1, ce qui revient a supposer 
egal a un nombre non compris entre —1 et 0. On aura ainsi une seconde 
integrale particuliere 


_ 2pe 


L % j aid ( 2 +) or g3 r BD. 
+. y= Amy, erii—p’) ‘“"’/dp= Auf e "#7 1—p?) "dp, 
applicable seulement aux valeurs de n non comprises entre —4 et —2?. 
Et si l’on suppose y= fie ter‘) Pdp, on trouvera encore en raison- 


nant comme ci=- dessus, 


ı u (—) 
&..y = Az (et + er) (i—p’) “?”’ dp 
4 
j e ?” Inc a. n 
; . ] f az x? muB - . r? i F : a 
= A zT / (€ ii Ze . P u Ya J ( 1 pP‘) +4 dp. 


En prenant la somme des integrales (5.), (7.), il en resultera la 
valeur complete de lintegrale cherchee, qui se rapporte au systeme de 
limites p =1 et p=»x, La somme des integrales (6.), (8.) en four- 
nira une seconde qui se rapporte ä l’autre systeme de limites, chacune de 
ces integrales completes Etant applicable a toutes les valeurs de 2 non 


comprises entre —Z4et 0. 


Changeons maintenant c en aby—1, et remplagons les exponen- 
tielles imaginaires par les fonctions circulaires, la seconde des deux som- 

















n 





u ‚ d 
23. Lobatto, sur integr.des equat. = I _zy=0, 2 r — tabx ”y=0 par desintegral.def. 369 


mes pr£&c£dentes fournira pour int@grale complete de l’equation 


= () 





l’expression 


at 1 „= (25) pV (ab) %4 
Q, ) — af (1—p) Fr cos (*? en x* “ dp 
+42 ap) cos‘ Cl x2=") dp, 
n) A 


\ 


r&sultat qui coincide exactement avec celui obtenu par Mr. Kummer. Mais 
on peut lui donner encore une forme plus simpie en faisant p = sin® 


. n 
et Y(ab)=uım= ul 1). On trouvera alors 


»Z 2 > ! 
y AS cos® "cosupx”"dDd+ Az 208 DD” cosa px” d® 
.ı/ 0 0 4 
pour toutes les valeurs de m non comprises entre —1 et +1. 
Il ne sera pas inutile d’indiquer ici une autre manicre pour parvenir 
lintegrale dont il s’agit. 
En eflet &cerivons l’@quation (1.) sous la forme 


d? Y) e 
nl GERD . Y 
ger dac* 


et prenons du = x? dx pour difierentielle constante. On aura d’abord 

















2 = +1 1 
um - 7* = — 1", 
n+2 m 
SE EEE 
ds du " ? 
d’y / „dy T, d’y 
- = (m—1) x" — + a" — 
dx? x / du du? ? 
1 d:y _ (m—1) dy 2‘ d’y 
ande: ar "du du? ° 


Substituant dans la proposee, celle-ci deviendra 
d’y m—1 1 dy a 
10. du? + ee ee ke 
Pour integrer cette &quation, prenons y =/fer Pdp, d’ou Ton deduira 
successivement 


uy = /ePudp = —e"P+ Je”dP, 


dy ic 
6 u. fe "Ppdp, 


ul = = fe "Ppudp = —e”Pp'+ Sera (Pp’). 
48 * 











” 
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3470 23. Lobatio, sur Fintdgr. des dynat. rl,‘ bh Ze = “ Labx’ yz=0 par desintdgr. df. 
Li 


Substituaut ces valeurs dans l’@quation (10.) mise sous la forme 


d’ Y n m—i dy 
u (2 — C ) » = = 





il viendra 


"P(—p?) + fe [ap — dP— (M— ")Ppap| = 
En egalant ü zero la partie soumise au signe integral, on aura pour deter- 
miner P l’equation differentielle 


(pP—c)dP+ en Pydy = 0 


d’ou Von tire 





a ne 2. 
Be m p—ı*?’ 
donc, en integrant, 
En 


P= (€ —,) 


L’©quation aux limites deviendra, en ayant @gard ü la valeur de P, 
m+1 

1. e”"(—p)” = 0 

oe 








et donnera ?=c, p=%x lorsque l’exposant — sera positif; il en re- 


sultera pour une des valeurs particulieres de he 
m-+-1 nt 


= af er? —p) Cr büs = Af e Paz u. "(ee (5) dp. 
Je 
En y changeant p en cp, on retrouvera la valeur (5.) obtenue ci-dessus. 
Remarquons encore que, puisque les limites = —ece, p=-+-c verilient 


egalement l’equation (11.), on aura en outre 
+c e (7) + (FE) 

ya 4 / ‚er(e—p) mi/dp— A IB er —p) m/dp, 
(a +) 


y- af“ er“ (e — pP?) (im) gp — af, e pu (1—pP) "2m 


d’ou il est aise de eonclure 


dp, 


a 


y=4/ (em tem)(t-p) ap; 


0 
ce qui s’acoorde parfaitement avec l’expression (6.). 


Pour obtenir une autre valeur particuliere, faisons y=ry‘, la pro- 
posee se changera en 


. — ertiy, 


























n 


I _ay=0, TY tabxry=0 par des inter. def. 371 
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23. Lobatto, sur l’intdgr. des dquat. E 
x 


En effectuant ici le m&öme changement de variable independante, on obtiendra 
d’y’ mt+1 1 dy' 
kn + A = cy. 
du m u (du 
Si l’on compare maintenant cette derniere @quation ä celle (10.) on en 
conclura sur le champ que siy’ represente une integrale particuliere de la 
proposee, le produit xy’ en fournira une seconde, pouryvu qu’on y change 
m en —m, ainsi que cela est confirm@ par l’expression (7.). 
Je terminerai cette note en faisant observer que les valeurs de y 
precedemment trouvdes pour les integrales completes des deux &quations 








d’y 2 6 A 
er a 2 m cty 


conduisent immediatement aux integrales completes des @quations diffe- 
rentielles partielles 











dx” dır+i ds dt 


ou y exprime une fonction des deux variables independantes x, f. En 


effet on trouvera pour la premiere 
pr+1 


i nl \ n N 
y =/ e " aplöcc+pa)+e9:lt+ep2) +... 9. (t+E' pe); 
®, Di, Pr, »... designant 2a + 1 fonctions arbitraires, asujetties seulement 


a la condition 
PH+OOFRUH.. +9) = 0, 


et pour la seconde 
1 x 
y =/, ı(mt-+ x” cos®) sin® "4p+2/ "VW (mt+ x” 0050) sin@” dp, 
0 

m etant Egal A 5 tt 

Quant ä la maniere d’eflectuer cette deduction, elle se rattache a 
une nouvelle theorie d’integration que j’ai developpee dans un m&moire 
soumis en 1835 ä la premiere classe de l’Institut royal des Pays-bas, et 


dont Fimpression est presque terminde. Les deux @quations que nous ve- 


nons de traiter, ne formant qu’un cas partieulier de l’@quation plus gencrale 
d”y 





= Ac”y, 


dx” 

Yintegration de celle-ci, au moyen d’integrales definies, pourrait &tre proposee 
aux gcometres comme un objet de recherches utiles aux progres de l’analyse. 
La Haye, Avril 1837. 

















372 24. Schonemann, de radicibus aequat. P—1=0, 


21. 


De funetionibus quibusdam, quae ad radiees aequa- 
tionum cireuli sectionum, sive aequationis X —1=0 
pertinent, ratıonaliter determinandis. 


(Auct. Th. Schonemann Bero!. ) 


nn nn nn 





$. 1 

x A... . .n . 
Satis constat, 2 numerum quemvis integrum significante, aequationem hanc: 

sin ?" 2 —= "cos!" rcos?”""?r....Cc08I7Ccosz sin 

| u | . on, ’ .2ayg 
valere, 7 vero = > posno, sequitur sın < = rsinz esse, Sı 
r 
mm + — sit, (v, m, p numeros positos significantibus) quam aequationem 
. 


urmen 





ita quoque scribere lieet (2"+1)y = mp unde fluit, » numero primo po- 
sito, quum an sit numerus quispiam arbitrarius, 2 non pendere a v, atque 
secundum ill, Gaufs signilicationem congruentia 2?" +1==0 (mod. p) defi- 


® . fa%, . . . In 2’ 
niri. Itaque sı aequationem !=H+ Ii-mp ponımus, sequitur haec, sin ——— 
: P 
’7rı - . « . 
—- + sin — (v parı numero posıto, ın utraque aequatione eadem, v vero 
p 
impari, diversa signa sunt substituenda), unde ducimus hano aequationem 


ih BT ,’n ara vn 
=... = 002°" — 097" _ ...:082 — 08 — 


) 


} p p p Pr 
una cum hae +1 + mp=|}|", ut in ufraque aequatione eadem signa sub- 
stituenda sınt 


Ex. I. p=7; 1+7=}?; 


v=1; cos#7 c0s$37 cos47 


= 


> 


.- 


TE u 


3 
,,» 


2 

2; 00857 00s#7 cos! - 
etc. 

I. -=17; -1+7=f; 


1; 087°, 7 C0S 1,7 COS 777 009 7), 7 


\ 


3; 008447 008457 008 #57 008 1°, 7 
etc. 
„1 ==0 (mod.p) secundum theorema Fermatianum , unde 


| 
I 
} 








nt 
u 


24. Schönemann, de radicibus aequat, Pl =0, 3 


p—1 


2? +1=0 (mod. p) fluit, atque facile probatur, mivimum exponen- 

: a an i —1 

tem, qui congruentiae ?"+1==0 (mod, p) satisfaciat, aut esse ipsum FI— 

aut hujus numeri factorem. Aequatio a cujus solutione valor cos n. pen- 
pP 


« r 


— 1\tum . . T gt st 
det, gradum (=) ascendit, et radices: cos A Tr, . 
3 P p 
p—?2 
pP 
ratione non habita, congruere, facile perspicitur. Si vero ‚Jan — en.m 


An 


7 continet, quibuscum factores producti supra evoluti, signi 





. . . COS 





® —1 > . . 
est, valor producti F 5 radicum notus, componitur = productis quorum 
scilicet valor numericus ex antecedentibus determinandus est, et quorum 


quodque r radices aequationis tanquam factores concludit. Quum aequatio 


— 1)’ + Vn vr vsc VSc 
+ I — cos A’ — cos”? — ,„... 008? —cos-—- semper cum hao 
a >’ Ay P pP P pP 2 
e 5 5 „ v7 | Vi Mn 
+1-+mp=?" copjuncta sit, sequitur cos 2" — = (— 1) cos — esse; itaque 
i ? P 


facillime probari potest, duo quaedam producta 


en. vst „ ’A Vsc vn 
l n—? ‘ e 
cos 77 — cos?" — .... os 2 — cos — et 
P pP p p 
u v’st an vs vr v’o 
cos?" — cos?” ee c0o8 2 — (08 —, 
pP pP 


aut nullum factorem aut omnes communes inter se habere, prout yv’ con- 
gruentiae v’ = 2“y (mod.p) (% numerum quemvis integrum indicante) satis- 
faciat nec ne, 

Sequitur vero ex antecedentibus corollarium quoddam arithmeticum. 


— tantum a v pendeat, 
p p e 


. vn Be Lı; n V’n vn 
Ouum enim cos?” e cos ?” ry +. 0082 — SO — 


prout v par sit auf impar, sequitur quaestionem utrum numerorum 2” y, 
2"7°?y, 0... 2V, numerus par an impar inter limites (4n—1)p et (4n-+1)p, 


_— ’, 


(n numerum quemxis integrum significante) incidat, tantum a forma ?r 
aut 27-1 numeri y pendere, atque secundum ea, quae modo exposita 
sint, absolvi posse. Complexum talium factorum, quorum productum 

Br 


On 
E 


est, periodum appellabimus. 
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$. 2. 
'n vn vr vn . 
008 co8 2 Kllaae 4.008 P3 - —- est, quo valore in producto 
nostro substituto, obtinetur 
(— 1) vr 
+ —I — 108 — 08? .... coy-ı!# 
n P P 
vH 


/ vn var a 
EEE cos (1 2) F2 RR a 233 003? ’ , 
P 


vv. 
cos (14-2) cos? == 4.008 + 4c0s (1 +29) 


quo valore substituto, aequatio se offert haec: 


+(—1) vr „vr vn 
en == 3008 — cos” -— .... cos"! — 
P p 

vor a 9 ı In 

«> 1008 — 008° — . . .'. cos?! — 

P P P 


j vr vn BR 
Tr4eos(1 +2 +2) es?! er AT — 
p 


Jam apparet hoc modo semper illud efleotum iri ut babeamus aequa- 














tionem: 
+/_ 1}: vn „vn FL 
— r n m 3 cos — cos Yz Be u Er wu co08 yn-i- Ex 
2 p p P 
j va v7 An!’ 
+ | cos cr’ — .... c08 2" — 
p P > 
vn na yR _ !R 
.- ! 008 — 0068 2° — . . . . a — 
p P P 
{ vn vr -ı/r 
-> 3,5 008 gn2 77T 008 Qi 
1 Bi 
457 cos — 0052"! — 
P 
1 vr u, IR 
+ zn: 0082" —- —cos(1+2+?+?”...+? a 


Ouum vero 


oz cos +2 +? +%.... +27 —_ 


ultimi termini in hos transeunt: 


va u 
oo Heos-? + Jans)? 


sit, 
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1 v vr nVR 
r. 3 008 — 008 2””" — 0087” 
Fr P pP 

vr 
+ 3 008s— 0082 1 — 

P 

u vn 

-- zum cosP +, 1 cos(? ) zn 


ÖOmnes hi termini praeter ultimum factortbus secundum formam radıcum 
unius periodi compositi sunt, ut vero illum quoque ejusdem periodi esse 
demonstremus, ponamus 


1. i-mp=?", et sequitur co5(2"—1) 3 = (—1), 


2. —1mp=?7), et sequitur cos (" — pn (— 1)” cos? rer 
P P 


Itaque formula illa unius tantum periodi radices contiventur. 


" 


Ex. L 217; v1; 


> 


e = 7008777% 603 47% 7 008777 
+4 COS 117 C0S y; T 
+ 4.008 „a +4 (— 1)! cos 47; 
vn 2; 
= — 7008-257 008477 0034$ 


+ 4 005 7% 7 cos 1? 7 
* $ 008 177 + (— 1) C08 „7 


H. p=3l; v=1; 


Eu 1 008 „1-7 C08S°,7 C08 3, % 00848 7° 
ee 31% 317 0(0837%008357 

EIERN 7 cos41P7 

+ 1.006317 cos, 7 

' 
FE 
v2; 

1 


4.0082°, 7 009 3,7 cos177cos317 





+ 4.005 2, z cos 457 cos} 7 

+ 1.cos- 2a cos}? 

Frist Nr 

Similes aequationes pro ceteris periodis v=3 et a obtinebimus, qua- 


rum si una data fuerit ceterae multipkicatione prodeunt. 
Crelle's Jonenal d. M. Bd. XVII. Hit. 4. 49 
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. “ vr . . 19 
Si supra in formula pro on substituimus cos ER et per 
‘ . » . . P 
2” multiplicamus, aequatio prodit haec 















































vn „vr vr 
+1 = 710? cos? T,,..cos rt? 27 008 P 27 
P P P P 
Yn—7 „ı IT VT 
2? cs? 00T, ..008 127 0, 7? 
pP P P ie 
rm vr ; vr —_ı /T 1 
+ 2779 008 ?—.c008?° — ....c8 "1 00 7 
P P pP P 
, vn vn 2 
-+ 2° cos 7"”? — cos 7"! — cos?” — 
pP P P 
En an’ re 
+ 2° cos 7’! — cos?" — 
P P 
vr ie vr vr 
+ 2’ cos?’ — +[?°cos2 —— 2c0s2H 2]. 
P P P 
Si ultimum terminum in altero Ten latere collocamus et per 
dh yn Pt an’ st = Ir vr 
sin 2"r! — = 2sin? co" — — in Z est Zr il... 
P P pP pP F P 
‘ .— = %?2 vr „vn ‚vn vr .on1s “ 
.... = 7 sin?! — 008° — cos” — .... 0082" — dividimus, obtinemus 
P P P P 
hanc aequationem: 
2 \ 
— Ä — 205 274 7 
uni IR "ER ur 2 Bu vr u Fche u PR 
sin Q”+1 — sin 2? — sin 23 sin 24 — sin?r — 
a. P Pr P pP 
Ouae formula facilius hoc modo derivari potest: 
cos? x cos x 1 wre... cos , 1 1 
_— oe —— — est; — —— Ieltur = — —— -- — 
Bio 2.c sin ac 7 3, est; sin2?x situr sine * su2x + sin 2? 
. cos 2” x COS.cC 1 1 
7% e) gr — r en . u... eg FT u est, 
et generaliter sin Ir’ ac sıu x . sin ac y sin? Az sin 2”. 
ar e . 
x —=2—, n"=n—1 posito, evadit formula supra data, quam 
pP 
vero in hancce formam redigimus 
1 1 1 1 
1) i+mpy=?7%"; Dee ne vr’ 
sin 2? — sin 2? — sin a? —  siad"t! — 
P P P 
2) —1-- mp = yn 
vs 1 1 1 1 
2 cotang — = nu ....t+ + 
DO n ] : vr j vn 
I sin 2% sin 23 — sia 27 — sin 2”+1 
P P P P 
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— 


Nota. Haec formula evadit quoque e generaliori; 


sin(@a, +a,+e, +... +0._1+e,) 
sn (a, +0; ta, +... teon-ıt+@n + 0) 


=sinw(; eilt &, 0: sin &, 
u in » sin (@, + ®) sin(z, + ®) sin (@, +; + ©») 
sin“, 


+ sin(@, +2,40») sin (a, +e,+ 0,4 0») Tore 




















sin «£,, 
” sin (2, ta; +0, +... Fen-ı to)sin (a, +2, +a,+....+ en ’ 


wm; na; Bla; yerrz .... ,=2"”x ponimus. 
4, 3 


[ ® u + 1 « Yv T n v %T V GT e 
Si in aequatione >— = 0082 — 008 2°— .... 6082” — pro aliquo 
2% p p p 


factore x substituimus, facillime probatur, sequentem 2x°—1, primum 


r ; vn vr j 
vero ab ultimo, quia cos? zn ET est, eandem esse functionem 


. . vr . . n—1 va 
rationalem. Aequatio pro RT radices continet —— : 0082 —, 


A pP 
st rt f sT . Te 1 
. . . y® . ( VT. p Ba 
periodos dispertimur. Si vero aequationem pro c03? — in 2 - factores 
P a 


resolutam, quorum quisque n factores unius periodi contineat, ponimus, in 
antecedentibus jam coefficientem termini x&° = +(— })” eruimus, unde alia 


.. ” . . . » . “ ir 1 
quoque eo@fficientium functio determinari potest. Sint radiees "—— secun- 


dum periodos ordinatae 


Lg Uny Ay sro. Anz Bıy Prs Pry ++ Ps ee 
habemus aequationes 





1 
u . N —— * ar sy» 
ulalyge nm tn; BRB..A=tz; etc 


Unde, his quantitatibus in potestatem secundam elevatis, prodeunt aequa- 
tiones: 








1 u 1 
3 2 2 2 — . 2 N2 2 f > — 
d,G, U, oral, — DIL ß} BEP}... — gan ® 
Im = 2u} 1 sit tur IE9r — 02 ibus valorib 
Quum vero d&„ = 24, —1 sit, sequitur —— = G._ı; Quibus valoribns 





> 
2. 


substitutis, evadunt aequationes: 


(+) (+)... en ) as Er 
(2) RR)... ER) = i, 





Ya 





etc. 
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‘) 


A 


. .. » . DD 1 . 
Si coefficientes singulorum - — factorum per A, A, Ay... A,, 


B,B,B,....B, etc. designamus, ut A, sit co@ffieiens potestatis =”, A, 


1 \r 


potestatis 2” etc,, A,= +(— 3)", habemus ex illa evolutione aequationes 
ou 1 
1— 4, +4,—4 ....(—1) A, en and) 
\ i 
i—B,+B.—B....(-1yB,= —, 


‘. 


etc, 


Ex. Aequatio pro 008 ;% 7 est 
D 7 7 3 m5 ww Zu. VE. ? a 
+ IE HH HH sr yet 0. 
Ponamus hanc in hos factores IE esse 
x +Ax0"+A0+ A rc— 2) (& + Ba "+B: = + B2— Jr); 
quorum alter radices: C0S]%7, C0847%7, C087]%7, C0s1%7, alter radices 
008,177, 603137, cos347, C08777, contineat, et prodeunt aequationes 
ur WEN FEIERTE 
1— 4, A; A; „u m 187 
> 1 u _1 
1— 2, + B,—B,— 8 
unde facillime colligitur, hos coöfficientes tantum ab aequatione secundi 
gradus pendere, 


$. 4; 
Quoniam in producto nostro quivis factor antecedentis eadem est 


f . ” “ ® - . yuy 7 . ® 
unctio rationalis, obtinebimus pro cos? = (u quemvis numerum Integrum 


° ° ® Yu vs . 
significante) aequationem cos ?’— = x posito: 
pP 
1 
J- . == 22 ’2* —1)(?(@—1i)—1) efc., 


— d)n 
A 


. 
si vero in hoo producto } (« +) pro 2 substituimus, transit aequatio 


ia hanc 


+5 = Hlats)@+3)@ tan) +) 


Ay 





unde sequitur 


1 „2 3 - 
+1 = HN) HN) a HN. HD. 
Jam habemus 

-1 u et ME rt 


|— 








ln en it et 


= (+1) +1)" +1)... +1), 
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qua formula notum theorema de compositione numerorum potestatibus 
numeri 2, continetur (Ju. Euler, Einleitung in die Analysis des Unend- 
lichen, überselzt von Michelsen, $.228. Cap. 16.). Quo valore in nostra 
aequatione substituto prodit 
1 u R % ae 
"11. 2 2 +__ „2-1 2 a 
+1 er re ) sıve +(« I) +0, 


quam aequationem in hos factores resolvere possumus 








2 +1 \ yR u 
HDi) 0. 

Haec sufficiant ad demonstrandum quam facile et directe ad theo= 
remata de relationibus radicum p'”"" unitatum, linearumque trigonometri= 
carum 4° peripheriae partis ista via ducamur, 

Reductione aequationum ceirculi in p partes sectionum ad puras, 
ducimur ad proprietates quasdam radicum unitatis satis memorabiles quae 


illıco ex evolutione: 





\ k® ‚n n 
tal a1 fl ar —1 
u ag Bo er Ba ar 
— (A +ar+a+ a + 2 + er) (1 40a + an .... + am) ... 
nl ä nl e — 1, 
Ha a... ar tan) 


prosiliunt, quando pro « radicem aequationis 2 —1==0, et praeterea con- 
gruentiam Ä"== +1 (mod. p) ponimus. Exponenda vero est significatio tri- 
gonometrica hujus formulae, 


$. 3 





e ® - 1 ! 
csttFsnzy—i= u posıto sequitur cosnz —= | (a” + Tr ); 


a (u BR Unde producitur 2 ı nn? imparı ıto: 
=:77 — ;). Unde p u pari 2° impari numero posito: 


a” 


1 1 a 3 I 
val-t)@ tert... tatoit.... + ta), 


0% 


a Zn ze (ar 1) 


sina’z — . (a - 
A a” 


1 % nl ni rt —n! 
le) (a HH... +1+...+07 + u )e 


| 
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Hinc sequitur 


sinn? = 


Aequo modo obtinemus aequationem 


—= sinxz(?cos(n —1)x -+2cos(n —3)x....+2cosx), 
sinn’z = sinx(?cos(n—-1)2 +2 cos(n’—3)x....+2cos?xr +1). 





con = 
Er m! 1 2 (m! 2\ { euceek N 7 { ri 
COS .ı Zcos(iN un )x— cos | — 3)... + (— je. cos?r -+ Bez } 5, e 
Jam habemus ex his tria aequationum systemata: 


snn"x = 


sin 2” x(2cos(n —1)n"""xc-+-2cos n— 3)n”-!c-+....+2cosn”-!x) 


, 
sion” = 


E E & e 


sin 2a” "z(lcos(n—1)n”" a +2cos(n —I)n”"rH+...-+2cosn”” x) 


e 


3 
sinnz = sinz(20os(n—1)c + 2cos(n—3)x...+2cosx), 


unde sequitur 


sinn" z—=sinz(2cos(n—1)e + 2cos(n—3)x-...+2cosr) 


x Reos(n—1i)nz + R2sos(n—3)nzH+...+?2cosnz) 


E23 s 


. ® 


x (eos (n—1)n” "ac +N2cos(n—3)n""aHt....+2cosn”""”x) 
x (2eos(n—1)n”""z + 2cos(n—3)n""cH+...+2cosn”""r). 
Eodem modo obtinemus has formulas 





cosn "x cosxr (2 cos (an —1)cr—2 cos(n’—3) 2 -+ ....(—1) 


n—1 

2) 

BER ER u ai it 
(2 c0s n—1)n’2z—N2cos(n"—3)n +... +(—1)°) 


« ” 


. . f} 
wei 
& 


| cos (n’-1)n”""z—2oos(n’-3) Rn" "c+...+ (-1)2) 
SL (?cos (n’-1)n””" 2 — 2 cos n-3)n""cHt..H NZ), 
sinn" z—=sinz (Rcos("—1)r-+2cos(n—3)c2-+....+1) 


x (2eos(n—1)n’c+2cos(n"—3)n’c-H+....+1) 





x (2 cos(n"'—1)n"”""z-+2c00s(n"—3)n"”""c-+.... +1) 


x (2cos(n—1)n”"c+2cos(n"—3)u”""z+.... +1), 
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vr e 
=; n= +t1-+%p posito, sequitur 
- vs \ EZ V7t 
sinn” — = + (—1)sin —, 
P P 


| 





cosn" IX (—1)!cos, 
P P 


Unde valorem productorum in dextra aequationum parte per sin z aut 
cos.c divisorum = +1 obtinemus. 


Ex. pm=13; a3; valı 
(2 608 57 +1)(2cos7%7+1)(+2c0s43 7+ 1) 
(2008 737 —1)(2c08;,%7—1) (?cos13 r—1) 


II 


nn 
se. 


n=5; v=1; 
(2008 747 +2008757+1)(2 cos?! r +2cos!!z-+1) = 1, 
(2008 7,47 —20087%,7 +1) (2cos}! a— cos!!! r +1) = 1. 
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25. 
Addıtamenitum ad commentationem: Series novae, 
quarum ope integralia elliptiea primae et seeundae 
speciei computantur sımul ea, quorum moduli sunt 
eonjugatı, ın huius diaru volumine XVI“. 


(Auctore Dr, Chr. Gudermunn, prof, matb. Monast. Guestph.) 





E; commentatione XXIV® huius diarii (volum. XVI.) integralia 


p, j d« 
Le a 
1— sin? {2 sin?) vo V (4—cos?d.sin?gp) 


in series sahen binas 








+ N ( “ x () 6) . 
—,— = tangz D+3.5tang3 +3. tangI + 15. tang 30 + 
Ale 19 o’1M © tanpe’ DO -L „} tane'' AD 

4 — 7, f' an Du > In } ans 17} JS i yJ u Mi an 2 w 


©) 

1 - 

+rs-tang”’4 +... 
in quibus coöfhcientes © © © etc. pluribus modis independenter ex arcu 
& computari possunt adiumento formularum, quas brevitatis causa in epi- 
stola hac supprimimus. 

Pari modo inveniri series, quibus integralia 
V= / °o yAa—sin’5.sn’d) et V’ = / edy(i—cos’d.sin’®), 


u 


exprimantur, jam ın commentatione antea dieta monuimus. Postea vero 
perspeximus rem notatu dienissimam, el series has dla parari posse, ul 


. . 2 0 zu 
coöfficientes singulorum termimorum sint eadem quantitates © © © © ee. 
in seriebus antecedentibus occurentes, quod, cum magis reconditum sit, 
nunc in lucem proferam. Introducendo quantitatem Z=tang}P, inte- 


gralia iterum transformemus in 


-/= eV (1+2c0s20.2° +1) “+ V = ne) 
rn 0 








A-+t?)? r (1-12): © 
4 


2 2 3 


Ponatur vA+TS ICH) EI tt tele 
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erit 


. 


a —(r—3)(r—1). a, 


cuius adiymento inveniuntur formulae sequentes; 


a= —(?r—3)cos29. 


1 


a= c0%%9, 

" Ä 

da= sin’ 26, 

3 2.9 

Ad —=-—-3sin’29.c0s?2d, 

4 

a= 3sn’?)d (5eoo??d—1), 

$ \ 

a= 3sin?2d(—35ccs’29+cos?2$), 

6 ” . $ r 
a= 3sin’29 (31500829—84cos’29 +15), 


etc. etc, 


2 


ı 2 3 n 
Series 14 r. Ü+-.0+ 5 Ü+.... factore we, multiplicata inte- 


o) 


. 


granda est. Sit integrale 





er,0t 
‚ Aalarey = Te 


facillime invenies reiationem simplicem 























1 gr+l 
Tar, = Zn—l)@r +1) 1+ Lior 
unde deducuntur valores sequentes 

1 4 
BB BR 
= 1.61-+ 1° 1, 

1 25 1 E 
ee EHE Teer Bas vr BE voor: Baar 

1 1? 1 ev 1 ı? ö 
I,= 5.7 1+t: 3.5°1-t2 Fizire — #, 

1 1° 1 ge 1 e WAR : 











T,= 7.91+1 5.7'1-+1 r 3.51+% 1.314: 


etc. etc, 


insuper est 


Si formulis his utimur, obtinemus 
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ı 2 3 
V= 40 (14+5—3.545.5—7.44 I. te 


wm 





t a 
r 1+12 Ip 








Tee) a7 


B- 
+ zsürper 6 
7. 





ui 
= No 
| 
x 
| 


9: 
+- a wu z ’1+12) 
e tc 3 
Differentiando seriem 


ı 2 
viA+2cs2I. +) =1+5.4+5- 


nancıscimur 
2 (cos20,? +1?) 





BEL hu. = 2.0.1+2.5.°+42.5 


V(iI+20s20.12+ 1%) 


quare ponendo /=y—1 invenimus serierum summas 


ı 
® a a a 


2 3 4 
4 . 4 Ä 1 a ‘ a a 


unde patet esse 
0 = 25nd—2sind =1-+ 73. 5 +5. 


Si igitur pon!mus brevitatis causa 


1 1 


A=1-+a, 


2 1 ’ a 
A=1+030—J.5; 
; 2 E 
A=1l+a3-+5:5; 
5 i 2 3 
ac a 
a — 1+4.—3.5 49:5 7 
2 3 
x es Ba a +5 - 
Tu TR +a 2 3. 





a @ 
—7.; 795 


Pi 
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. . 2t 
non negligentes, esse sind = ——— ite® a , oritur series simplicior 
<B Ä 
ı a Be 3 >> 6 
2 V=snpli+2.r— 4 +ä& Pet), 
cuius singula membra alio nunc ee ih, ut computo quantitam 


ı 2 3 4 
a, a, a, a etc. non amplius opus sit. Quem in finem fingamus functio= 


nem evolvendam 
2 (c0s20.1? — 1°) 


G = y(1l—2cos?29. PHö)tYzı wre wenn 











sive 
‘= Pt 
— VA—208s29.1°+1°) ’ 
quia 
2 2 2 
yi—co2Id.tr+N) = Te _. 2 
2 (c0s20 ,1?—1*) h - b 
VA 0020.21) — .p + { +9 z-.t — +.... 


addendo invenimus seriem 
2 3 € 


1 
Bi 1— ı* m a a 3 - a 3 „ ad 
Geyer eitreeI Ze +5. 37 #1. PL—... 
Quia vero 


1 u s,,#, 
V(1-2e0s20.12 1°) +9 + Het ae 


factore 1—i* multiplicata series est 


= 1+2.,+&-)e+@-Herll ++... 


comparatis cum priore praebet valores simplices 
1 1 2 2 3 5 1 a & 2 











a 10) aM oO a 10) [D) u 10) 10) 
de Ihn: Ze Ds Be ee Dun de ke nd ne 
ı_6 © 
a „ - 
+9. >5=-7-55 etc. 
quibus in formulis (1.) substitutis prodeunt formulae transformatae per- 

simplices 
' 6 2_6,9 2» _86,69 : 8,6 
s=1+5; dert Amt ses+tp 
6,56 
A= tr 5,» etc., 


50 *® 
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quare habemus seriem 


) 1 ? 
v=soplı+(142)3-(4 +3) 3 +) 
3 4 
trat] 


3 


Permutando 9 et uf abit V in V’, et functiones o, ©, ö, Ö, etc. 


nonnisi signa mutant, quare demum addendo et subtrahendo prodeunt series 


2 2 4 
Y+V' : ( tang?4op O tang’tp O tang°4p O tang® ip 
ya ———. sın ®D [ + 1 3 —— 5) r . EB rm 5) r . u 5 u wu—n. 4° . Bu x 0 


- 











4 
O tanz’ A ) 
TP In re) 


, 1 3 g 
PT re (7 tans®ıp © tanet3p , © tansIp__ © tana!}p 
Wiesn 13.5 >57 Fr 
5 
Ö 





) tanz’ Ip ) 
TI el 
Quadrantes bini elliptici, sive integralia definita 
. „ 
.. n\ nr . 9 .on = , 0) u 
E = / oeDP yAa—sin’d.sin®) et E =/ oDdy(1— cos’d.sin’®) 
oO oO 


ijgeitur exprimuntur seriebus 














B+E 1.8 1:8, 1,9 4 oO 4 
a u 13 v’357 »’731 6 1.5 - 8 IE 
ı 8 5 9 
E—E 9 1 oO 1 6) 1 6) 1 (0) 1 
g Ort mtr teemart 
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26 
Eine Eigenschaft des Kreises. 
(Von Hro. Dr. E. F, August, Gymoasialdireetor zu Berlin.) 





Eine bemerkenswerthe Eigenschaft des Kreises, von der ich nicht weils, 
ob sie anderswo schon bekannt gemacht ist, fand ich vor Kurzem bei 
Auflösung einiger geometrischen Probleme und theile sie hier deshalb mit, 
weil sie durch sehr einfache geometrische Schlüsse abgeleitet werden kann. 
Diese Ableitung selbst behalte ich einer späteren Mittheilung vor. 

Man kann gerade Linien, die von einem Puncte ausgehen, Sirah- 
len und einen Inbegriff mehrerer solcher Linien ein Strahlensystem nen- 
nen. Liegen alle Linien in derselben Ebene, so kann das Strahlensystem 
ein ebenes, und wenn alle darin vorkommenden Winkel zweier auf ein- 
ander folgender Strahlen gleich sind, ein regelmüälsiges genannt und durch 
die Strahlen bestimmt werden. Ist diese Anzahl der Strahlen eine gerade 
oder ungerade Zahl: so kann dem entsprechend das Strahlensystem ein 
geradzahliges oder ungeradzahliges heilsen, und man kann es ein doppelt- 
ungeradzakliges nennen, wenn die Anzahl der Strahlen durch Verdoppe- 
lung einer ungeraden Zahl entsteht. 

Dieser Erklärung gemäls werden die unbestimmt verlängerten gro- 
[sen Halbmesser eines regulären Polygons ebene regelmälsige Strahlen- 
systeme bilden, und namentlich sind die Halbmesser des regulären Zehn- 
ecks ein Beispiel eines ebenen, regelmälsigen doppeltungeradzahligen Strah- 
lensystems. 

Nach dieser Vorbemerkung lälst sich der in Rede stehende Satz 
so angeben, | 

Wenn man innerhalb eines Kreises einen beliebigen Punct zum 
Mittelpuncte eines ebenen regelmäfsigen doppelt- ungeradzahligen Strah- 
lensystems wählt und die Strahlen als durch die Peripherie begrenzt 
ansieht: so ist die Summe des ersten, dritten, fünften etc. d.;. aller un- 
gerade gezählten Strahlen so grofs wie die Summen des zweiten, vierten, 
sechsten etc. d. i. aller gerade gezählten Strahlen. Dabei ist es gleich- 
gültig, welchen Strahl man als den ersten betrachtet und welche ur- 
sprüngliche Richtung derselbe erhalten hat. 
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Der Satz kann auch so gefalst werden: 


Die Summe der Halbirungslinien sämmtlicher Winkel eines unge- 
radzahligen ebenen Strahlensystems innerhalb eines Kreises ist so grols 
wie die Summe der ursprünglichen Strahlen. 


Der Satz bleibt auch im Wesentlichen richtig, wenn der Mittel- 
punct des Strahlensystems in der Peripherie oder aulserhalb des Kreises 
angenommen wird; nur muls im letzteren Falle die Peripherie von der 
Hälfte der Strahlen getroffen werden. Aufserdein ist der algebraische 
Gegensatz zu berücksichtigen. 


Zieht man z. B. von einem beliebigen Puncte in der Peripherie 
eines Kreises drei Sehnen, deren mittelste mit jeder äulseren einen Win- 
kel von 60 Graden bildet, so ist, diesem Satze gemäls, die mittelste Sehne 
so grols, wie die beiden äulsersten zusammengenommen. 











r 


27. Aufgaben und Lehrsätze. 389 


27. 


Aufgaben und Lehrsätze, 
erstere aufzulösen, letztere zu beweisen, 
(Yon Hru. Dr. Chr. Gudermann, Prof. der Mathem. zu Münster. ) 





Lehrsätze. I. Es stelle ACBD (Fig. 14.) eine sphärische 
Curve vor, in welcher alle über der Sehne AB=?2Db construirte Peri- 
pherie-Winkel AMB, AFB etc. gleich grols sind; jeder sei =2e: dann 
ist, wenn die Sehne Mm die Sehne AB rechtwinkelig schneidet, Winkel 


AMm+MnmnB= n und BMm-+ MmA= ne also ANMB+AmB=r 


Wird AB von CD rechtwinkelig in E halbirt, so ist CD ein Durchmesser 
der Curve. Seine Mitte O möge der Mittelpunct der Curve (der Circulare) 
heilsen. Ist das Dreieck ABF an B rechtwinkelig, und setzen wir AF 
=?2h, BF=g, die Appliate PM =y, Pn=y‘, EP=xz, so ist 














day VERETEEE — ungia 
und 
Zi nn = tangi9 
die Gleichung der Curve. Ferner ist 0A= OD = =h. Setzt man 
| noch ÖE=e und OCÜ=0OD = a, so gelten die einfachen Formeln: 
| co8e = er ‚„ snga= —, tangR = m, tang’d = sin(@-+e) sin (@—e), 


sin e o 
‚„ sine.cosg = tangb.cot‘ec. 





tange =tanga.cos?c, tang3g = erne 


Macht man Ep=EP=r und construirt: das rechtwinkelige Dreieck 
pLP, dessen Hypothenue ph =AF= 2.04 sei, setzt die Kathete 
PLw und ferner den Winkel PLp=P, so ist, in Anwendung der 


Länge - Function 








y= a und !y’= 


also 


tg=ty—ty undfw=ty+ty". 
Stellt MQ die sphärische Normale der Curve für den Punct M 
vor, 80 ist immer Winkel PMg=%P. Hiernach läfst sich leicht eine Nor- 
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male und Tangente durch einen beliebigen Punct ziehen. Die Normalen 
der Puncte AT und m machen mit der Sehne Mm ein gleichschenkeliges 
Dreieck; dasselbe gilt also von den Berührungslinien. Die Abscissen der 


äufsersten Puncte 4 und A, in welchen die Curve von den Applicaten 
GH und g% berührt wird, sind EG = Ey =0A=4. 


Wird der Krümmungshalbmesser für den Punct M mit r bezeich- 
cosgtang?h cos?y u i - Ä 
2 Wird die Fläche ECMP 


2— 3singsiny-tsingsin?y* 
mit F' bezeichnet, so ist 





net, so ist tangr = 


. 


R — tangy (cot4 8 — siny) (siny —tang}g).dy 
V [isioy+ cotb cotc) (sioy+ tangbtangc) (siny—tangb cotc) (sioy—cotb tangc)] 


und für den Bogen CM gilt die Formel 


F = cot?c 





ua i % — cos?y.dy 
—" sin2c/YV [(siny +eotbeotc)(sin y+ tang db tang c) (sin y—tang b cotc)(sin y— cot btangc)] * 


Welche sind die Integrale selbst ? 


In Fig. 15. mag wieder AB<} r und die Grundsehne der Circulare 
AUBD sein, U und u seien die beiden sphärischen Mittelpuncte dersel- 
ben, © ihr Mittelpunet. Man construire zwei sphärische Kegelschnitte ; 
die Halbaxen des einen @Ü’gD' seien EG = Ey = 0A=R und EC’ 
—=ED =0C=0D=.a; die Halbaxen des andern seien EG, = Lg, = 
Iinr—h=17r— 0A und EU =ED = In—e=iT u. OE. 


> 
- 








Schneidet nun ein Hauptkreis Uu die Circulare in M und m, den 
ersten Kegelschnitt in M’ und m’, den zweiten Kegelschnitt aber in M, 
und m, und ist % die Hälfte der Sehne Mm der Circulare, so ist immer 


Pu = MM = mm’ = UM, = um. 


Die Circulare ist eine sphärische Linie der vierten Ordnung, und 
das so eben ausgesprochene Gesetz, welchem gemäls man mittelst zweier 
constanter Kegelschnitte zu jeder Abscisse EP= x die Puncte M und m 
der Circulare oder die Applicaten PM =y und Pm=y’ geometrisch fin- 
den kann, ist unstreitig die merkwürdigste Eigenschaft dieser sphärischen 
Curve, deren Analogon in der Planimetrie bekanntlich der Kreis ist. 


Weiche Eigenschaften hat die reciproke Curve, und welche ist ihre 
Gleichung ? 

1I. Das einfachste Gesetz der geodätischen Linien scheiut bisher 
übersehen worden zu sein. Ist APB ein sphäroidisches Dreieck, sind 
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PA und PB Meridianbogen, deren Endpuncte A und B durch die geo- 
dätische Linie AB verbunden sind: so verhalten sich die Krümmungen 
der Tinie AB in den Puncten A und B gerade so zu einander, wie die 
Krienmungen der Meridiane PA und PB in denselben Puncten. 

Ist also / die wahre Breite des nördlichsten (oder auch südstlichen) 
Punctes der gehörig verlängerten geodätischen Linie, 9 die reducirte Breite 
desselben Punctes, A die Länge eines Gradbogens der geodiütischen Linie 
in einem Puncte A, und X’ die Länge des Gradbogens des Meridians, 
dessen Mitte derselbe Punet A ist, so ist 


va (ia 


sing 
Münster, im Juni 1837. 
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28. Druckfehler - Vrerzeichnifs. 


Druckfehler im vorigen Bande. 



































gı; dx } dx 
\ eb. 2 rer . 0C9 nv. 
VIett—a*)(1—k?x*)] Vl=+x°)1—k°x?)] 
20 lg z= —z, loco z=—z, 
” 1 ”"zdz 2ı zdz 
23 leg. ıf =- [24+f®: 
vi+zx°) ’., Az * we ER 
8 ler. VraVabsnt cx’) FVla—bxz+tcx?) 
loco 2y=Vl(a+bz+cr:’) FV(a—bz+c:?) 
ult. Zeg. ut per eam Zoco ut 
6 leg. tractari loco tractar 
2 — 
15 leg. 21... 25 Bi; Ve =) 
en Wet 
I 2902 
18 Ieg. 29. A... la. a) 
a TER q a’—r 
lez. dilferentiatis Zoco differentialis 
14 leg. t, loco 1, 
13 les. P,t? Rn ke ern loco Pt’ = N ned. .) 
u r?—1 u rr—l 
alt 
12 | le t, loco t 
I 1 1 1 
13 et 16 leg —, —, ——, loc —, —, ——, 
a Az Q@r a a a 
1 1 1 
18 lee. 9, —, — —, loc Q, ‚_--, 
u $; S; s 
19, ’ 1 1 1 } 1 
u m auge m un fe) — m —— NR 
2/ es rt Eu " ’ 9* a’ 
7 le. P,t” loco P,t’ 
2 leg. fit loco sit 
4 eg. z[[R? — A ut +4 u) — (k?— 4? u?) z] 
loco z(k? on A u? AP U ı)—(k? — 22 u° )z 
u,—kıb; kl 
18 leg u, tk, # loco u-+k ji 
3 leg. Quaecungne Zoco (Puecunque 
nt a?—s? r2_1 
leg. (1 — ea — ) (1 — & ) 
14 leg zur en Sr une loco Se mp N mn 
10 les. 14. [ loıo 14. 
4 Te. Livo 11 
- penult, leg. (t-+iu z)* loco (1-+Au:) 
(L— Z2uz) 1—/Auz 
ti 9 — z — 
13 et 16 leg TESTEL, dz loco (1-+Auz)' 
15 leg. abeuns Zloco abeuut 
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Pag. 281 lin. antepenult. leg. 2(k—/u) loco 3(k—Au) 





— 281 — penult. x nsen)dge) 
— ultima | “.- +/. V(Az,) 
re iu 
— 283 — penult, leg. Aula 2 2. loco 





2 
c, 


— 2834 — 2 le. 48. = loco 48. 


loco 


—_— 286 — 24 le. Q,,c,ı2, m. loco Q,,I,M. 
— 289 — 3 in secunda formula leg. r’, m’. loco HF, 


— 290 — 3 leg. 5 loco Ö 
— 291 — 16 leg. memorabilis loco memorabiles 


— 292 — penult. leg. + I/ loco 3 fi 
0 ”. 


+. 


(l—c’y,)t— c?y;) 


m’. 


— 297 — 4 le. sinp = itang’p loco sinp = itangp 


— 297 — 12 leg. fit loco sit 


— 298 — antepenult. leg. m, —c;,!,; loco (m, —c;!) 


0 — 5 up uch, ae ei) 
u 6 le m’ +cdH locco m’?-+-c, ‚FF 


— u ee DB I 2V (m,l|,c,) loco 92V (m, 1.0) 
‚B 


.— 9 le 2V (m,!,E,) loco 2Y (m, 
— — — 10 leg. mitc,l;ı loco mi+c;,1 


— — 12 lg. (l4+-m,)(m; +E;!,) loco (A+-m)(m; +!;1;) 


—_ —_ — — lg mitfılı locco mi+t,;,! 
—- — —- 1U le. m, +Efıl, loco m,+tE,;! 
en 2 R lco V— 


— 30 — 9 leg. 

m; 1 
— 301 — 20 leg. En “ Es loco LTT 
— 302 — antepenult. leg. bic Zoco his 


— 304 — 9 leg. I, L\ loco L, . 


D’)i 


— 305 — antepenult. leg. y(i 7) loco Y(1-£) 





_ {mıi—c,l,\ (m, +R:l; 
— 310 — 53 le». E a een er rn). loco 
m’— ct m+tt;.l, _ 
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u V() >Y (mr) 
19 eg. - loco —— 

1 +- => 1+ — 

leg. be ö) 
antepenult, Zeg, dimiouere loco deminuere 
4 les. (14° =) loco (14) 
m, 
11 15. (145) too 2(1+°) 
11 leg. (2.) Zoco (l.) 
18 les. 2°(PR—O;,) loco 2?(P}—0Q,) 
28 les. [pi —p’(1—c/)]mf loco (pi —p’(l—c)] m‘ 
6 leg. formulae mox cum Zoco formulae cum 
ade ne 

penult, leg. 7. loco — 7 

N EHEN 
on (I) cos®p--K}sin®p)dp Iloco Tl2cos!p 
5 leg. indiees 1 Zoco indices (1) 
antepenult. 

| leg. F' loco F 

ultima 
7 leg. transformationis loco transformationes 

1 — (1 —m7) sin? p/ 1 — (1 — Mm‘ sin? p‘ 
m ü Tg . 1—(1+»;, rn 

(n) n 
27 lee. In loco n 
28 leg. cum bis commutantur Zloco in bas abeunt 
antepenult. Ze. P—Osin?’p loco P,—0Q,sw?’% 
12 leg. v°, v°° loco v2 v 
13 
u; leg. logr et gm loco logB et log A 
” leg. sin? z sin? ee et cos? T cos’ I* 
loco sin ir ER M ei oe 
2 2 2 2 

antepenult. les. €” loco c 
27 lg. = lc — 
23 leg. MW* Toco IM 
18 
30 
" leg. 0,0000000, Zoco 0,0, 
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